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1. Bretschneider, Zerlegung der Zahlen bis 4100 in Biquadrate. 


1. 


Tafeln für die Zerlegung der Zahlen bis 4100 
in Biquadrate. 


(Von Herrn Professor Dr. C. A Bretschneider in Gotha.) 


D: Aufforderung des Herrn Prof. Jacobi, die von WVaring aufgestellte Ver- 
muthung, dass alle Zahlen die Summe von 19 oder weniger Biquadraten sind, 
einer Prüfung zu unterwerfen, veranlasste mich, alle Zerfällungen der Zahlen bis 
4100 in Biquadrate aufzusuchen. 

Diese Zerfällungen wurden durch einen einfachen Mechanismus ausge- 
führt, der im Wesentlichen auf dem Umstande beruht, dass 1 =3'—5.?2% ist. 
Sollte daher von den Zerfällungen irgend einer Zahl zu denen der’nächst folgen- 
den Zahl fortgeschritten werden, so war nur nöthig, in den ersteren die Anzahl 
der 2‘ um fünf zu verringern und dafür die Anzahl der 3° um Eins zu vergrössern. 
Dabei war zu merken, dass jedenfalls statt 16.3° der ihm gleiche Werth 6° 
gesetzt werden musste. WVaren dagegen in den zunächst vorangehenden Zer- 
fällungen weniger als fünf Biquadrate von 2 vorhanden, wohl aber noch ein oder 
mehrere Biquadrate von 4, so musste eines der letzteren durch den gleich grossen 
Werth 16. 2% ersetzt werden, damit die Subtraction ausführbar war. Bei dieser 
Art der Rechnungsanlage ergab sich eine ununterbrochene Controle der Rech- 
nung dadurch, dass die Zerfällungen jedes Vielfachen von 16 genau ern Biqua- 
drat von 2 mehr enthalten mussten, als die des nächst vorangehenden Vielfachen. 
Zu grösserer Sicherheit wurden jedoch die Biquadrate von 3, 5 und 7 nebst ihren 
Summen zu je zwei u. s. w. zum Voraus in das Rechnungs- Schema eingetragen, 
und es ergaben sich dadurch für grössere Theile der Arbeit neue, von den vorigen 
unabhängige Controlen. Am Schlusse der Rechnung wurde aus sämmtlichen 
Zerfällungen einer und derselben Zahl diejenige ausgehoben, welche die kleinste 
Anzahl von Biquadraten erforderte, und durch Subtraction des grössten in ıhr 


enthaltenen Summanden wurden sie nochmals geprüft. Simmtliche auf diese 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVI. Heft 1. 1 
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Weise gefundenen Zerfällungen sind in der ersten Tafel zusammengestellt; und 
zwar so, dass rechts von der zu zerfällenden Zahl (welche in der mit X über- 
schriebenen Spalte zu suchen ist,) diejenigen Coefficienten stehen, mit denen die 
senkrecht über ihnen angemerkten Biquadrate multiplicirt werden müssen. Demnach 
ist .B.: 615 = 6.1!+2'+3'+2.4° = 3.1!+2.2'+4.3’+4' = 3.2? +7.3° 
Findet sich eine Zahl z in der. Spalte V nicht, so hat man, um zu ihrer Zerfällung 
zu gelangen, die in der Spalte befindliche nächst -kleinere Zahl zn zu suchen und 
zu dem Summen -Ausdrucke der letzteren noch die Grösse (n—m).1' zu addiren. 
So findet sich z. B. 694 = 6.1'-+8.3. 

In der zweiten Tafel sind sämmtliche Zahlen von 1 bis zu 4096 = $' 
gruppenweise so zusammengestellt, dass die kleinste Anzahl von Biquadraten, in 
welche eine Zahl möglicherweise zerfället werden kann, das ordnende Princip war. 
Dabei stellte sich die Richtigkeit des PVaring'schen Satzes heraus. Nach einem 
vorläufigen Versuche, der sich freilich nur bis 4096 = 4° erstreckte, beträgt die 
entsprechende Zahl für die $ten und 6ten Potenzen beziehungsweise 37 und 73. 
Sollte das Gesetz, nach welchem die Zerlegungen in den bis jetzt untersuchten 
Fällen sich bilden, allgemeine Geltung haben, so würde man zur Auffindung der 


höchsten Potenzenzahl w, welche nöthig ist, um alle Zahlen als eine Summe pter 


Potenzen darzustellen, nichts weiter nöthig haben, als die Zahl « aus der Glei- 
chung 3° = a.2’+b(wo 5< 7”) zu suchen, und fände dann = a +2? —2. 


Gotha, den 9. October 1850. 
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Tafel 1. 
N |11,21,3%,4°,5] V |16,21,3°,44,5°) 7 116,24,3°,44,5%] DV 14 2,3%,0°,5%] 7 |14,26,3°,4%,5° 











16 (0,1) 304 0,3,0,1 464/0,130,1 1579| 3,1,02  |696|6,1,2,2 
32 (0,2) 307 3,3,0,1 465 0,8,1,1 | 0,5,3,1 | 3,2,5,1 
48 (0.3) '0,4,3 466 0,3,2,1 580) 0.041 | 038 
64 (0,4) 320 0.4.0.1 469 3,3,2,1 5853| 3,0,4,1 704 0.12.02 
80 (0,5) 323 3.4.0.1 0,45 0,17 ‚705 0,5.0.01 
81 (0.0.1) 0.5,3 480 0,14,0,1 1592| 0,5,02 706 0,0,1,0,1 
96 (0,6) 324 0.04 481 0,9,1,1 593 0.0.1.2 1720 0,13,0.2 
97 (0.1.1) 336 0.5.0.1 482 0,4,2,1 596, 3012 ,721 0.6.0.0, 
112 (0,7) 337 00,11 485 34.21 10141 1722 0,1,1,0,1 
113 02.1) 1340 30,11 | 055 599 6.012 7290,09 
128 (0.8) 0.1.4 486 0,0,6 | 3141 736 7.0,9 
129 (0,3,1) 352 0.6.0.1  |496110,0,6 | 027) __\0,14,0,2 
144 (0,9) 353 0,111 | 0,1501 |608| 0,602  |737.0,7,0.0,1 
145 (0.4.1) 356 3,1,1,1 497 0,10,1,1 609 0,112 ,738'0,2,1,0,1 
160 (0,10) | 0.2.4 498 0,5.2,1 612 3112 |7420.0,6,1 
161 (05,1) 368 0,701  |499|0,0,3,1 ' 10241  ,74513,0,6,1 
162 (0,0,2) 369 02,11 902 3,0,3,1 615 6112 | 0,19 
176 (0,11) 372 321.1  /0,1,6 | 3241 1752 7,1,9 
77 (0.6.1) 034 512 0.0.0.2 | 0.3.7 10.0.6,1 
178 (0.1.2) 354 0,8,0,1 515 3,0,.0,2 624| 0,7.02 0.15,0,2 
192 (0,12) 385 0.3.1.1 0,131 625 0.0,0.0,1 753 0.8.0.0,1 
193 0,71 388 33.11 515 6,002 [640 0802 1754 0,3,1,0,1 
194 0.2.2 10.4.4 3,1,3,1 641) 0,1.0.0,1. 755 0.0,3,2 
208 0,13 400 0.9.0.1 ‚0,2,6 648 0,0,8 758 3.0,3,2 
209 0.,8,1 4010411 280,102 1656 09.02 0,1,6,1 
210 03.2 404 34.11 93113,1,0,2 657 0.2,0,0,1 |761/6.0,3,2 
224 0.14 | 1054 023,1 |661| 005,1 3,1,6,1 
225 091 4050.05 53416,1.02 "1664, 3,05,1 0,2,9 
226 0,4.2 416 0.10.0,1 3,2,3,1 1018 768 0.0.0.3 
240 0.15 417 05.11 0,3,6 672 0,10.0,2 1771/3,0,0,3 
241 0,10,1 418 0.0.21 544 0202  |673 03.0,0,1 '0,1,3,2 
242 05.2 421 3.0.2.1 347 13,2.0,2 674 0.022 |7746.0,0,3 
243 0.03 0.15 0,3,3,1 677 3022 | 3,132 
256 0.0.0.1 432.0,11.0,1 390 6.2,0,2 0151 | 0,2,6,1 
259 3.0.0,1 4330611 | 13331 6850| 6,0,2,2 1777 9,0,0,3 
0.1.3 434 0.121 | ./0,4,6 3151 | 0,6132 
272 0.1.01 437 3.1.21 560 0,3,0,2 0.2,8 | 13.2,6,1 
275 3.1.0.1 02.5 5633302 1688| 011,0,2 \ 03,9 
02,3 44801201 | 043,1 6859| 0,4.0.0.1 784 0,1,0,3 
2880201 14490711 1566 63,02 690 0122 78700201 
291|3,2,0,1 450 022.1 | 13431 693| 3.1,2,2 soo\0203 
03,3 41533221 | 056 025,1 ,80310,1.2.0,1 
| 035 567 0.0,7 ‚810.0.0,10 
| u 576 0.4.02 |816'0.3.0.3 
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4 1. Dretschneider, Zerlegung der Zahlen bis 4100 in Biquadrate. 
N |1:,24,3°,4°,5°| N |1,2°,3°,44,5°] N 11%,2°,3°,0°,5°| NV |14,21,3%,1°,5°| N |14,2%,3°,44,5° 
819 0,2,2,0,1 |917/0,0,5,2 | 994/0,2,1,1,1 1078 13,2,2,1,1 1153 0,1,0,2,1 
823 0,0,7,1 920 3052 | 9973,21,1,1 035.01 1156 3.1.0211 
826 3.0,7,1 0,1,8,1 0,3,4.0.1  |1079'0,0,72 0,2,3,1,1 
0,1,10 923 |6,0,5,2 998 0.0,6,2 11082 3,0,7,2 1159 6,1,0,2,1 
832 |0,4,0,3 3181 1001 3.0,62 0,1,10,1 323,11 
835 0,3201 | 102,11 | 0,1,9,1 1085 6,0,72 ‚0,3,6,0,1 
836 0,042 928 0,1003 1004 6,0,6,2 3,1,10,1  |1160 0,0,8,2 
839 3.0.4.2 929 03011 3191 0.2.13 1163 3,082 
0,1,7,1  |930/0,0,2,3 0212 10880,4.0,4 OL 
842 6.0,4,2 933 3023 ‚1008 10,062 1091 0,32,1,1 1166 6,0,8,2 
3171 0152 7,1,9,1 1092 0,0,4,3 31111 
'0,2,10 936 6,023 4,2,12 ‚1095 3,0,4,3 02,14 
48 0,5,0,3 \ı 3152 | 0,15,0,3 '0,1,72 1168 0,9,0,4 
849 0.013 | 0281 '10090,8,0,1,1 1098 6,043 1169 0,2,0,2,1 
852 3013 9399023 1010 03,111 | 31,72 1172 3.2,0.2,1 
0142 | 6152 10110033 | 02,101 | 10,3 3,1,1 
855 6.0.1.3 ı1328,1 ‚1014 3,0,3,3 ‚1101 9,0,4,3 1173|0,0,5,3 
3142 | 103,1 | 0162 61,72 1176 3,0,5,3 
027.1 \944 011.03 10176033 | 132101 | 0,182 
S58 9013 94501011 | 3162 | 03,13 1179 6,0,5,3 
6142 946 0,1,2,3 | 029,1 ,1104.0,5,0,4 13,1,8,2 
3,2,7,1 '949 0,0,4,0,1 1020 9,0,3,3 ‚1105 0,0,1,4 | (0,2, 11,1 
0.3.10 ‚960 0,12,0,3 6162 ‚11083014 1182 9,0,5,3 
S64 0,6,03  ,961/0,5,0,1,1 3291 | 0143 | 161,82 
865 0.113 962 .0,0,1,1,1 ‚0,3,12 ‚1111 0,0,6,0,1 32111 
568 0.0.3.0,1 m. 30111 110240004 11200604 | 10,3,14 
880 0,7,0,3 |  /0,1,4,0,1 1027 3,0,0,4 ‚1121 0,1,1,4 1184 0,10,0,4 
881.0.0,0,1,1  |972.0,0,12 0,1,3,3 1124 0,03,1,1  |11850,3,0,2,1 
884 3.0.0,1,1 976 4,0,12 1030 0,0,5,01 1127 3,0,3,1,1 1186 0,0,2,4 
0,1301 | 0,1303  11040/0,1,0,4 | '0,1,6,0,1. ‚1189 3,0,2,4 
891 0,0,11 ‘977 0,6,0,11 1043|0,0,2,1,1 1134 0,0,14 0,1,5,3 
5960803 97801111 104630211 11360704 1192 0,0,7,0, 
897 0,1,0,1,1  981/3,1,1,1,1 0,15,0,1 ,1137/0.0,02,1  |1200 0,11,0,4 
900 3,1011 | 10,2,4.0,1 11053 0,0,13 ‚1140 3,0,0,2,1 ‚1201 0,4,0,2,1 
0,2,3,0,1  985/0,0,9,1 1056 0.2,0,4 | 0,1,3,1,1 |1202 0,1,2,4 
904.0,08,1 19881309,1 11059 0,1,2,1,1 11143/60021 |1205 0.0,4,1,1 
907 3081 | 10,112 '1062|3,1,2,1,1 31,31,1 |1208 3,0,4,1,1 
0111 19927091 | 02501 0.2.6,0,1 '0,1,7,0,1 
912|0,9.0,3 | 4,1,12 1066 0,0,10,1 1147/0,0,11,1 1215 0,0,15 
9131020,1,1 | 1014,03 11069 3,0,10,1 1150'3,0,11,1 1216 HAB 
916 3,20,1,1  99310,7,0,1,1 | ‚0,1,13 0,1,14 | ‚0,12,0,4 
0,33,0,1 | 1072 0,3,0,4 1152 0,8,0,4 1217 0,5,0,2,1 
‚1075 0.2,2,1,1 | PN 
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1221 3,0,1,2,1 
0,1,4,1,1 
1224 6,0,1,2,1 
314,11 
‚0,2,7,0,1 
1228 0,0,12,1 
1231 3,0,12,1 
0,1,15 
1232 4,0,12,1 
1,115 
0,13,0,4 
1233 0,6, 0,2,1 
1234 0,1,1,2,1 
1237 3,1,1,2,1 
'0,2,4,1,1 
1240 6,1,1,2,1 
3,2,4,1,1 
'(0,3,7,0,1 
1241 0,0,9,2 
1244 3,0,9,2 
0,1,12,1 
1247 6,0,9,2 
3,1,12,1 
0,2,15 
1248 7,0,9,2 
4,1,12,1 
1,2,15 
'0,14,0,4 
1249 0,7,0,2,1 
1250 0,0,0,0,2 
1265 0,8,0,2,1 
1266 0,1,0,0,2 
1273 0,0,8,0,1 
1280 0,0,0,5 
1282 0,2,0,0,2 
1286 0,0,5,1,1 
1289 3,0.5,5,1 
0.18.01 
1296] 0, 0,0,0,0,1 
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1309 non 
0,0, 13,1 
1312 0,1,0,0,0,1 


1322|10,1,0, 0,01 


'0,0,10,2 
1325| 13,1,0,0,0,1 
'3,0,10,2 
'0,1,13,1 
1328 0,2,0,0,0,1 
1331 0,0,1,0,2 
1344 0.,3.0.0.0,1 
1347 0,1,1,0,2 
1354 0,0,9,0,1 
1360 0,4,0,0,0,1 
1361 1,4,0,0,0,1 

0,0,1,5 
1363 0,2,1,0,2 
1367 0,0,6,1,1 
1370 3,0,6,1,1 

01, 1,9,0,1 
1376 0,5,0,0,0,1 
1377 0,0,1.0.0,1 
1390 13,0,1,0,0,1 

0,0,14,1 
1392 0,6,0,0,0,1 
1393 0,1,1,0,0,1 
1403 IO.LL, 0,0,1 

'0,0,11,2 
1406 13,1,1,0,0,1 

3,0,11,2 

0,1,14,1 
1408 0,7,0,0,0,1 
1409 0,2,1,0,0,1 
1412 0,0,2,0,2 
1424 0,8,0,0,0,1 
1425 0,3,1,0,0,1 
1428 0,1,2,0,2 
1435 0,0, 10,0,1 





114100050001 
14410, 4,1,0,0,1 
1442 1,4,1,0,0,1 
0,0,2,5 
1444 ‚0,2,2,0,2 
1448 0,0,7,1,1 
1451 3,0,7,1,1 
'0,1,10,0,1 
1456 0,10,0,0,0,1 | 
1457 0,5,1,0,0,1 
1455 0,0,2,0,0,1 





0,0,15,1 


1473 0,6,1,0,0,1 
1474 0,1,2,0,0,1 


‚0,0, 12,2 


'3,0,12,2 

0,115,1 
1488 0,12,0,0,0,1 
1489 0,7,1,0,0,1 
1490 0,2,2,0,0,1 
1493 0,0,3,0,2 
1504 0,13,0,0,0,1 
1505 0,8,1,0,0,1 
1506 0,0,0,1,2 
1509 |3,0,0,1,2 

10,1,3,0,2 
1516 0,0,11,0,1 








1521 0,9,1,0,0,1 
1522 0,1,0,1,2 
1525 3,1,0,1,2 
0,2,3,0,2 
| 1529 0,0,8,1,1 
1532 3,0,8,1,1 
0,1,11,0,1 
1536 0,0,0,6 
1538 0,2,0,1,2 
1539 0,0,3,0,0,1 

















| 
| 
I! 


1 1472 0,11,0,0,0,1| | 


1487 13,1,3,0,0,1 | 


Tan 0,0010 0 


‚1555 3,0,0,1,0,1 | 


| 0,1,3,0,0,1 


1671 EXFAER 
0,1 ‚,0,2 
1678 0,0,13,0,1 


11565 13,0,0,1,0,1 1680 0,8,0,1,0,1 


| ‚0,0,13,2 


1568 0,1,0,1,0,1 





0,2,3,0,0,1 
l 574 0,0,4,0,2 


| 1584 0,2,0,1,0,1 


1471 13,0,2,0,0,1 11587 0,0,1,1,2 


‚1590 '0,1,4,0,2 
'3,0,1,1,2 
11597 0,0,12,0,1 


‚1600 0,3,0,1,0,1 


‚1484 10,1,2,0,0,1 \1603 0,1,1,1,2 


1606 3,1,1,12 
| 0,2,4,0,2 
1610 0,0,9,11 
1613 3.0,9,1,1 
0,1,12,0,1 
1616 0,4,0,1,0,1 


‚1617 1,4,0,1,0,1 


‚0,0,1,6 
1619 0,2,1,1,2 
1620 0,0,4,0,0,1 
1632 0,5,0,1,0,1 





- 11633 0,0,1,1,0,1 


1636 3,0,1,1,0,1 





1520 0,14,0,0,0,1 1646 13,0,1,1,0,1 


'0,1,4,0,0,1 


| ‚10,1,4,0,0,1 
| '0,0,14,2 

‚1648 0,6,0,1,0,1 
1649 0,1,1,1,0,1 


'0,2,4,0,0,1 
0,0,5,0,2 
0,7,0,1,0,1 
1665 0,2,1,1,0,1 
1668 0,0,2,1,2 


1655 
1064 








11571 3,1,0,1,0,1 


ı165213,1,1,1,0,1 


| '10,1,3,0,0,1 \1681 0,3,1,1,0,1 


‚1684 0.1,2,1,2 
11687 3,1,2,1,2 
0,2,5.0,2 
1691 0,0,10,1,1 
1694 '3,0,10,1,1 
0,1,13,0,1 
1696 0,9,0,1,0,1 
'1697 0,4,1,1,0,1 
1698 1,4,1,1,0,1 
‚0,0,2,6 
1700 0,2,2,1,2 
1701 0,0,5,0,0,1 
1712 0,10,0,1,0,1 
I 0,5,1,1,0,1 
1714 0,0,2,1,0,1 
IE 17 3,0,2,1,0,1 
| 0,1,5,0,0,1 
1727 13,0,2,1,0,1 
| ‚10,1,5,0,0,1 
0,0,15,2 
1728 0,11,0,1,0,1 
'1729 0,6,1,1,0,1 
1730 0,1,2,1,0,1 
1733 3,1,2.1,0,1 
| 0,2,5,0,0,1 
1736 0,0,6,0,2 
1744 0,12,0,1,0,1 
‚1745 0,7,1,1,0,1 
‘1746 0,2,2,1,0,1 
'1749 0,0,3,1,2 
1752 3.03, 1,2 
| 0,1,6,0,2 
‚1759 0,0,14,0,1 
‚1760 0,13,0,1,0,1 
1761 0,8,1,1,0,1 
1762 0,0,0,2,2 


| | 
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Bretschneider, Zerlegung der Zahlen bis A100 in Biquadrate. 





N (123,4,5,6)| V \1,2,3,4,5.6):| 

1765 3,0,0,2,2 11862] 3,1,1,2,2 2002 0,0,1,0,1,1 
0,1,3,12 | 0,2,4,1,2 2015 13.0,1,0,1,1 

1768 6,0,0,2,2 ‚1863 0,0,7,0,0,1 0,0,14,1,1 
3,1,3,1,2 1872 0,4,0,2,0,1. 2016 0,13,0,2,0,1 


0,2,6,0,2 
1772 0,0,11,1,1 
1775 3,0,11,1,1 
0,1,14,0,1 


187: 3'1,4,0,2,0,1 


| .0,0,1,7 
‚1575 0,0,0,0,3 
‚1555 0,5,0,2,0,1 


76 0,14,0,1.0,1 \1889 0,0,1,2,0,1 


778 0,1,0,2,2 
781 3,1,0,2,2 
0,2,3,1,2 
17852 0,0,6,0,0,1 
1792 0,0,0,7 
1794 0,2,0,2,2 
1795 0,0,3,1.0,1 
1798 3,0,3,1.0,1 
0,1.6,0,0,1 
1808 0,0,0,2,0,1 
1811 3.0.0,2,0,1 
0,1,3,1,0,1 
1814 6,0.0,2,0,1 
3,1,3,1,0,1 
0,2.6,0,0,1 
1817 0,0,7,0,2 
1824 0,1,0,2,0,1 
1827 3,1.0,2,0.1 
0,2,3,1,0,1 
1530 0,0,4,1,2 
1533 3.0,4,1.2 
0,1,7,0,2 
1840 0,2,0,2,0,1 
1543 0,0,1,2,2 
1846 3,0,1,2,2 
'0,1,4,1,2 
1549 6,0,1.2,2 
3,1,4,1,2 
0,2,7,0,2 
1553 0,0.12,1,1 
1556 0,3,0,2,0,1 
1859 0,1,1,2,2 


17 
1777 0,9,1,1.0,1 
1 
1 


1891 0,1,0,0,3 
"1598 0,0,8.0,2 

1 1904 0,6,0,2,0,1 

‚1905 0,1,1,2,0,1 

11907 0,2,0,0,3 

1911 0,0,5,1,2 
1914 3,0,5,1,2 

| 0,1,8.0,2 

'1920 0,7,0,2,0,1 

1921 0,0,0,0,1,1 


| 0,0,13,1,1 
1936 0,8,0,2,0,1 
11937 0,1,0,0,1,1 
Iren 0,0,8,0,0,1 
1952 0,9,0,2,0,1 
1953 0,2,0,0,1,1 
‚1956 0.0,1,0,3 
11968 0,10,0,2,0,1 
‚1969 0,3,0,0,1,1 
1970 0,0,2,2,0,1 
1972 0,1,1,0,3 
1979 0,0,9,0,2 
\1984 0,11,0,2,0,1 
1985 0,4,0,0,1,1 
1986 0,1,2,2.0,1 
1988 0.2,1,0,3 
1992 0,0,6,1,2 
‚1995 3,0,6,1,2 

| 0,1,9,0,2 
2000 '0,12,0,2,0,1 
‚2001 0,5.0,0,1,1 


| 

















2017 0,6,0,0,1,1 
2018 0,1,1,0,1,1 
2025 0,0,9.0,0,1 
2032 7,0,9,0,0,1 
‚0,14,0,2,0,1 
2033 0,7,0.0,1,1 
2034 0,2,1,0,1,1 
2037 0,0,2,0,3 
‚2048 0,0,0,8 
2050 0,3,1,0,1,1 
‚2051 0,0, 3201 





| 


‚2053 0.1,2.0,3 

12060 0,0,10,0,2 
12064 0,0,0,3,0,1 
2067 3,0,0,3,0,1 
1934 13,0,0,0,1,1| 


'0,1,3,2,0 
2069 0,2,2.0,3 
2073 0,0,7,1.2 
2076 3,0,7,1,2 
| 0.1,10.0.2 
'2080|0,1,0,3,0,1 
2083 0,0,2.0,1,1 
2096 0,2,0,3,0,1 
2099 0,1,2,0.1,1 
2106 0,0.10,0,0,1 
2112 0,3.0.3.0,1 
2115 0,2,2,0,1,1 
2118 0,0,3,0,3 
2128 0,4,0,3,0,1 
2129 1,4.0,3,0,1 
| '0,0,1.8 
2131 0,0,0,1,3 
2134 3,0,0,1,3 
| 0,1,3,0,3 
2141 0,0,11,0,2 
2144 0,5.0,3,0,1 
'2145 0,0,1,3,0.1 





2147 0.1.0,1,3 


1,23,415,6)] N 123,4, ZN BEL 


\1,2,3,4,5,6)* 





2150 ‚3,1,0,1,3 
02. 2,3,0, 3 
0,0,8,1,2 
2157 3,0,8,1,2 
'0,1,11,0,2 
2160 0,6,0,3,0,1 
2161 0,1,1,3,0,1 
2163 0,2,0,1,3 
2164 0,0,3,0,1,1 
21 16 0,7,0,3,0,1 


2154 


2177 0,0,0,1,1,1 
2180 300.111 
‚0,1,3,0,1,1 


2187 0,0,11,0,0,1 
2192 0,8,0,3,0,1 
2193 0,1,0,1.1,1 
2196 3.1,0,1,1,1 
'0,2,3,0,1,1 
2199 0,0,4,0,3 
2208 0,9,0,3,0,1 
2209 0,2,0,1,1,1 
2212 0,0,1,1,3 
2215 3,0,1,1,3 
‚0,1,4,0,3 
2222 0,0,12,0,2 
2224 0,10,0,3,0,1 
2225 0,3,0,1,1,1 
2226 0,0,2,3,0,1 
2228 0,1,1,1,3 
2231 3,1,1,1,3 
| 0,2,4,0,3 
| 2235 0,0,9,1,2 
2238 3,0,9,1.2 
0,1,12,0,2 
'2240 0,11,0,3,0,1 
2241 0,4,0,1,1,1 
2242 0,1,2,3,0,1 
‚2244 0,2,1,1,3 
2245 0,0,1,0,1,1 
12256 0,12,0,3,0,1 
2257 0,5,0,1,1,1 
2258 0,0,1,1,1,1 

















12325 0,2,2,1,3 








“ 2261 30,11,1,1 


0, 1,4,0,1,1 
2268 ‚0,0,12,0,0,1 
2272 4,0,12,0,0,1 
' _ /0,13,0,3,0,1 
2273 '0,6,0,1,1,1 
2274 0,L,1,1,1,1 
2277 3,1,1,1,1,1 
| 0,2,4,0,1,1 
2280 0,0,5,0,3 
2289 0,7,0,1,1,1 
2290 0,2,1,1,1,1 
2293 0,0,2,1,3 
2296 0,1,5,0,3 
‚3,0,2,1,3 
2303 0,0,13,0,2 
2304 0,0,0,9 
2306 0,3,1,1,1,1 
2307 0,0.3,3,0,1 
2309 0,1,2,1,3 
2312 3,1,2,1,3 
0,2,5,0,3 
2316 0,0,10,1,2 
2319 3,0,10,1,2 
0,1,13,0,2 
2320 0,0,0,4,0,1 














2326 0,0,5,0,1,1 
2336 0,1,0,4,0,1 
2339 0,0,2,1,1,1 
2342 3,0,2,1,1,1 
0,1,5,0,1,1 
2349 0,0,13,0,0,1 


12352 0,2,0,4,0,1 


2355 0,1,2,1,1,1 
2358 3,1,2,1,1,1 
0,2,5,0,1,1 
2361 0,0,6.0,3 
2368 0,3,0,4,0,1 
2371 0,2,2,1,1,1 
2374 0,0,3,1,3 
2377 3,0,3,1,3 
‚0,1,6,0,3 





| 





| ; 








I. Bretschneider, Zerlegung der Zahlen bis 4100 in Biquadrate. 


N \1,2,3,4,5,6,7°| - 





2384 0,4,0,49,1 
2385 1,4,0,4,0,1 
‚0,0,1,9 
2387 0,0,0,2,3 
2390 3,0,0,2,3 
'(0,1,3,1,3 
2393 6,0,0,2,3 
13,1,3,1,3 
0,2,6,0,3 
0,0,11,1,2 
2400 0,5,0,4,0,1 
2401 0,0,0,0,0,0,1 
2416 0,6,0,1,0,1 
2417 0,1,0,0,0,0,1 
2430 13,1,0,0,0,0,1 
0,0,14,0,0,1 
0,7,0,4,0,1 
0,2,0,0,0,0,1 
2442 0,0,7,0,3 
2448 0.8,0,4,0,1 
2449 0,3,0,0,0,0,1 
2455 0,0,4,1,3 
2458 3,0,4,1,3 
0,1,7,0,3 
0,9,0,4,0,1 
0,4,0,0,0,0,1 
0,0,1,2,3 
3,0,1,2,3 
0,1,4,1,3 
6,0,1,2,3 
3,1,4,1,3 
0,2,7,0,3 
2478 0,0,12,1,2 
2480 0,10,0,4,0,1 
2481 0,5,0,0,0,0,1 
2482 0,0,1,0,0,0,1 
2496 14,0,1,0,0,0,1 
'0,11,0,4,0,1 
2497 0,6,0,0,0,0,1 
2498 0,1,1,0,0,0,1 


| 
| 


| 


2397 





2432 
2433 


2464 
2465 
2468 
2471 


2474 





| 














N |1,2,3,4,5,6,7)%| 





2500 0,0,0,0,4 
2513 0,7,0,0,0,0,1 
2514 0,2,1,0,0,0,1 
2516 0,1,0,0,0,4 
2523 0,0,8,0,3 
2529 0,8,0,0,0,0,1 
2530 0,3, 1,0,0,0,1 
2532 0,2,0,0,0,4 
2536 0,0,5,1,3 
2539 3,0,5,1,3 
'0,1,8,0,3 
2545 0,9,0,0,0,0,1 
2546 0,0,0,0,2,1 
2559 |13,0,0,0,2,1 
0,0,13,1,2 
2560 0,0,0,10 
2561 1,0,0,10 
0,10,0,0,.0,0,1 
2562 0,1,0,0,2,1 
2563 0,0,2,0,0,0,1 
2576 0,0,0,5,0,1 
2578 0,2,0,0,2,1 
2579 ‚0,1,2,0,0,0,1 
2581 0,0,1,0,4 
2592 0,0,0,0,0,2 
2595 3,0,0,0,0,2 
0,2,2,0,0,0,1 
2597 [0,1,1,0,4 
2604 0,0,9,0,3 
2608 0,1.0.0.02 
2611 3,1,0,0,0,2 
0,3,2,0,0,0,1 
2613 0,2,1,0,4 
2617 0,0,6,1,3 
2620 |3,0,6,1,3 
0,1,9,0,3 
0,2,0,0.0,2 
2627 |0,0,1,0,2,1 
2640 |0,3,0,0,0,2 
2643 |0,1,1,0,2,1 
0,0,3,0,0,0, 1 





2624 


2644 























7 


N |(1,2,3,4,5,6,7): | N |(1,2,3,4,5,6,7)° 





92656 
2657 
2660 





2662, 
2672 
2673 


0,4,0,0,0,2 
0,0,0,1,0,0,1 
3,0,0,1,0,0,1 
0,1,3,0,0,0,1 
0,0,2,0,4 
0,5,0,0,0,2 


'0,0,1,0,0,2 


‚0,1,0,1,0,0,1 


2676 


2678 
2685 
2688 
2689 





2692 


2694 
2698 
2701 


2704 
2705 


2708 
2720 
2721 


2724 
2725 
2736 
2737 





2738 
2741 


2743 
2792 
2753 





——— 


3,0,1,0,0,2 


3,1,0,1,0,0,1 
0,2,3,0,0,0,1 
0,1,2,0,4 
0,0,10,0,3 
0,6,0.0.0,2 
0,1,1,0,0,2 
0,2,0,1,0.0,1 
3,1,1,0,0,2 
3.2,0,1,0,0,1 
0,3,3,0,0,0,1 
0,2,2,0,4 
0,0,7,1,3 
3,0,7,1,3 
0,1,10,0,3 
0,7,0,0,0.2 
0,2,1,0,0,2 
0,3,0,1,0,0,1 
0,0,2,0,2,1 
0,8,0,0,0,2 


'0,3,1,0,0,2 


0,4.0,1,0,0,1 
0,1.2,0,2,1 
0,0,4,0,0,0,1 
0,9,0,0,0,2 
0,4,1,0,0,2 
0,5,0,1,0,0,1 
0,0,1,1,0,0,1 
3,0,1,1,0,0,1 
0,1,4,0,0.0,1 
0,0,3,0,4 
0,10,0.0,0,2 
0,5,1,0,0,2 
0,6,0,1,0,0,1 


| 


2818 





2754| 0,0,2,0,0,2 
'0,1,1,1,0,0,1 
756 0,0,0,1,4 
2759 3,0,0,1,4 
0,1,3,0,4 
2766 0,0,11,0.3 
2768 0,11,0,0.0,2 
2769 0,6,1,0,0,2 
'0,7,0,1,0,0, 1 
2770 0,1,2,0,0,2 
0,2,1,1,0,0,1 
2772 0,1,0,1,4 
2775 3,1,0,1,4 
'0,2,3,0,4 
2779 0,0,8,1,3 
2782 3,0,8,1.3 
'0,1,11,0,3 
0,12,0,0,0,2 
0,7,1,0,0,2 
‚0,8.0,1,0,0,1 
2786 0,2,2,0,0,2 
'0,3,1,1,0,0,1 
2788 0,2,0,1,4 
2789 0,0,3,0,2,1 
2800 0,13,0,0,0,2 
2801 0,8,1,0,0,2 
'0,9,0,1,0,0,1 
2802 0,0,0,1,2,1 
2805 3,0,0,1,2,1 
'0,1,3,0,2.1 
2806 0,0,5,0,0,0,1 
2816 0,0,0,11 
2817 1,0,0,11 
0,9,1,0,0,2 
0,10,0,1,0,0,1 
0,1,0,1,2,1 
0,0,2,1,0,0,1 
3,0,2,1,0,0,1 
0,1,5,0,0,0,1 
2824| 0,0,4,0,4 
2832 0,0,0,6,0,1 
2834| 0,2,0,1,2,1 





2794 
2785 





2819' 
2822 
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N ‚(1,2,3,4,5,6,7J*| 


N |,23,45,6,1*| _N 





2535 0.0,3.0.02 
‚0,1,2,1,0,0,1 
2837 0,0,1,1,4 
2840 '3,0,1,1,4 
0,1,4,0,4 
2847 0,0,12,0,3 
2848 0,0,0,1,0,2 
2551 3,0,0,1,0,2 
0,1,3,0,0,2 
0,2,2,1,0,0,1 
2853 0,1,1,1,4 
2856 3,1,1,1,4 
'0,2,4,0,4 
2560 0,0,9,1,3 
2863 3,0,9,1,3 
0,1,12,0,3 
2864 0.1,0,1,0,2 
2867 0,2,3,0,0,2 
3,1,0,1,0,2 
'0,3,2,1,0,0,1 
2869 0,2,1,1,4 
2870 0,0,4,0,2,1 
2880 0,2,0,1,0,2 
2883 0,0,1,1,2,1 
2886 3,0,1,1,2,1 
0,1,4,0,2,1 
2887 0,0,6,0,0,0,1 
2896 0,3,0,1,0,2 
2899 0,1,1,1,2,1 
2900 0,0,3,1,0,0,1 
2903 3,0,3,1,0,0,1 
0,1,6,0,0,0,1 
2905 0,0,5,0,4 
2912 0,4,0,1,0,2 
2913 0,0,0,2,0,0,1 
2916 3,0.0,2,0,0,1 
‚0,1,3,1,0,0,1 
0,0,4,0,0,2 
0,0,2,1.4 
3,0,2,1,4 
0.1,5,0,4 
2928|0,5,0,1,0,2 


2918 
2921 





| 

















2929 '0,0,1,1,0,2 
0,1,0,2,0,0,1 
2932 3,0,1,1,0,2 
01.1002 
'3,1,0,2,0,0,1 
'0,2,3,1,0,0,1 
2934 0,1,2,1,4 
2937 3,1,2,1,4 
10,2,5,0,4 
2941 0,0,10,1,3 
2944 0,6,0,1,0,2 
2945 0,1,1,1,0,2 
0,2,0,2,0,0,1 
2948 3,1,1,1,0,2 
'0,2,4,0,0,2 
'3,2.0,2,0,0,1 
'0,3,3,1,0,0,1 
2950 0,2,2,1,4 
2951 0,0,5,0,2,1 
2960 0,7,0,1,0,2 
2961 0,2,1.1,0,2 
0,3,0,2,0,0,1 


| 2964 0,0,2,1,2,1 
| 2967 ‚3,0,2,1,2,1 


0,1,5,0,2,1 


' 2968 0,0.7,0,0,0,1 


2976 0,8,0,1,0,2 
2977 0,3,1,1,0,2 
0,4,0,2,0,0,1 


| 2980 0,1,2,1,2,1 
' 2981 0,0,1,1,0,0,1 


3954 3,0,4.1.0,0,1 
0,1,7,0,0,0,1 

2986 0,0,6.0,4 

2992 0,9,0,1,0,2 


| 2993 '0,4,1,1,0,2 


0.5,0,2,0,0,1 
2994 0,0,1,2,0.0,1 
2997 3,0,1,2,0,0,1 

0,1,4,1,0,0,1 

0,0,5,0,0.2 
2999 0,0,3,1,4 





Bretschneider, Zerlegung der Zahlen bis 4100 in Biquadı.ate. 


N |023,456n:| N _|1,23,4,5,6,1° 





| | 300273,0,3,1.4 


| 








| 





0,1,6,0,4 


3008 0,10,0,1,0.2 
ge 5,1,1,0,2) 
'(0,6,0,2,0,0,1) 
3010 (0,0,2,1,0,2) 
‚(0,1,1,2,0,0,1) | 
3012 0,0,0,2,4 
3015 3,0,0,2,4 
'0,1,3,1,4 


3018 6,0,0,2,4 


3,1,3,1,4 
'0,2,6,0,4 
3022 0,0,11,1,3 
3024 0,11,0,1,0,2 
3025 0,6,1,1,0,1 
0,7,0,2,0,0,1 
3026 0,0,0,0,1,0,1 
3040 0,12,0,1,0,2 
3041 07 ‚1,1,0,2 
0,8,0,2,0,0,1 
3042 0,1,0,0,1,0,1 
3049 0,0,8,0,0,0,1 
3056 7,0,8,0,0,0,1 
'0,13,0,1,0,2 
3057 0,8,1,1,0,2 
‚0,9,0,2,0,0,1 
3058 0,2,0,0,1,0,1 
3062 0,0,5,1,0,0,1 
3065 3,0,5,1,0,0,1 
0,1,8,0,0,0,1 
3067 0,0,7,0,4 
3072 0,0,0,12 
3073 1,0,0.12 
'0,9,1,1,0,2 
'0,10,0,2,0,0,1 
3074 |0,3,0,0,1,0,1 
3075 0,0,2,2,0,0,1 
3078 3,0,2,2,0,0,1 
‚0,0,6,0,0,2 
'0,1,5,1,0,0,1 


0,0,4,1,4 
3.0,4,1,4 
0,1,7.0,4 
0,0,0,7,0,1 
3090 0, 4,0,0,1,0,1 
' 3091 0,1,2,2,0,0,1 
| ‚(0,0,3,1,0,2 
3093 0,0,1,2,4 
3096 3,0,1,2,4 
01,14 
3099 6,0,1.2,4 
3,1,4,1,4 
'0,3,7 7,0,4 
3103 0,0,12,1,3 
‚3104 0,0,0,2,0,2 
3107 0.0, 1,0,1,0, 1 
3120 ‚0,1,0,2,0 2 
3123 0,1,1,0,1,0,1 
3125 0,0,0,0,5 
3130 5,0,0,0,5 
‚0,0,9,0,0,0,1 
3136 0,2,0.2,0.2 
31390210101 
3141 0,1,0,0,5 
3143 2,1,0,0,5 
'0,0,6,1,0.0.1 
3146 5,1,0.05 
3,0,6,1,0,0,1 
'0,1,9,0,0,0,1 
3145 0,0,8,0,4 
3152 0,3,0,2,0,2 
3155 0,3,1,0,1,0,1 
3156 0,0,3,2,0,0,1 
3157 1,0,3,2,0,0,1 
‚0,2,0,0,5 
3159 3,0,3,2,0,0,1 
2,2,0,0,5 
0,1,6,1,0,0.1 
| 0,0,7,0,0,2 
0,0,5,1,4 


E 3080 
3083 





‚3088 





| 
| 




















N 12345671 N |ı.2345.6.71| N 


Bretschneider, Zerlegung der Zahlen bis 4100 in Biquadrate. 








I 


ersen N \n.23.45.6,n:|_N |1,2,3,4.5.6,7° 








3 164 3,.0,5,1,4 
'0,1,8,0,4 
3168 0.4.0.2,02 
3169 0,0,0,3,0,0,1 
3171 0,0.0.0,3,1 
3184 0,5,0,2,0,2 
3185 0,0,1,2,0,2 
0,1,0,3,0,0,1 
3187 0,1,0,0,3,1 
3158 0,0,2.0,1,0,1 
3200 0,6,0,2,0,2 
3201 0,1,1.2,0,2 
‚'0,2,0,3,0,0,1 
3203 |0,2,0,0,3,1 


3204 0.1,2.0.1.0,1 | 


3206 0.0,1.0,5 
3211 5.0.1.0.5 


3240 3,0,4,2,0,0,1 
2,2,1,0,5 
008,0, 0,2 
‚0,1,7,1,0,0,1 
3242 0,0,6,1,4 
3245 3.0,6,1.4 
0,1,9,0, N 
3245 0.9,0,2,0,2 
13249 0,2,0,0,1,2 
3250 0,0,1,3,0,0,1 
3252 0,0,1,0,3,1 
3264 0,10.0,2,0,2 
3265 0,3,0,0,1,2 
3266 0.1,1,3,0,0,1 
'0,0,2,2.0,2 
3268 0,1,1,0,3,1 
3269 0.0,3,0.1.0,1 











0.0,10.0.0,0,132850 0,11,0,2,0,2 


3216 0.7.0,2.0,2 
3217 0.0.0,0,1,2 
3220 3.0.0.0,1.2 
0.2.2.0,1.0,1 
3222 0.1.1.0.5 
3224 2,1.1.0.5 


0.0.7.1.0,0,1 | 


3227 5.1.1.0,5 
'3.0.7.1.0,0,1 


0,1, 10,0,0,0,1) 


3229 .0,0,9,0,4 
3232 08.0202 
3233 0.1.0.0,1,2 
3236 3.1.0.0,1.2 
.0.3.2.0.1.0,1 
3237 


0,.0.4.2.0.0,1 | 


"3281 0,1.0,0,1,2 
3282 0.0.0.1.1.0.1 
ie 3285 3.0.0.1.1.0,1 
| '0.1.3.0.1,.0,1 
3287 0.0.2.0.5 
3292 5.0.2.0.5 
0,0.11.0,0,0,1 
3296 9.0.2.0.5 
| 4,0,11.0,0.0,1 





3297 0.5.0.0.1.2 
3298 0.0.1.0,1.2 
| 0.1.0.1,1.0,1 
3301 3,0.1.0.1.2 
| 3.1.0.1,1.0.1 
| 023.0.1.0,1 





3238 1.0.1.2.0.0,1 I3905 0.12.05 


'0.2,1,0,5 


Crelle’s Journal f, aM. Bd. 


3305 2,1,2,0,5 
‚0,0,8,1.0,0,1 


) 





| 
| 
| 


I! 


| | 
| 


XLVL Heft l. 








3308 5,1,2.0,5 
'3.0,8,1.0,0,1 
‚0,1,11,0,0,0,1 

3310 0,0,10,0,4 

3313 0,6.0.0,1,2 

3314 0.1,1,0,1,2 
0.2.0,1,1,0,1 

3317 3,.1,1,0.1,2 
3.2.0,1.1.0,1 
0.3,3.0,1,0,1 

3318 0,0,5.2.0,0,1 

3319 1,0,5.2.0,0,1 
0.2.2.0,5 

3321 3.0,5.2,0,0,1 
2.2.2.0,5 
0.0.9.0,0,2 

| 0,1,8,1,0,0,1 

3323 0,0,7.1,4 

3326 3,0,7.1,4 
0.1.10.0,4 

3328 0.0.0.13 

3329 0.7.0.0.1,2 

3330 0.2.1.0.1,2 

| 0.3.0.1.1,0,1 

3331 0.0.2,3.0.0,1 

3333 0.0.2.0.3,1 








3344 0.0.0801 | 
'0.12.0.2.0.2 13346 0,3.1.0.1.2 


0.4.0,1.1.0,1 
3347 0.0.3,2,0.2 
| 0.1.2.3.0.0.1 
3349 0,1.2.0,3.1 
3350 0.0.4.0.1.0.1 | 
3360 0.0.0.3.0.2 
3363 0.0.1.1.1.0,1 





























“ “ 


0.1.4.0,1,0,1 
3368 0.0.3.0.5 
3373 5.03.05 
0.0.12,0,0,0,1) 
3376 0.1.0.3.0,2 


“ “ “ 


























) . “ Dr 


oo. 
3381 0.0.0,1,5 
3384 3.0.0.1,5 

0.1.3.0,5 
3386 5.0.0,1.5 

2.1,3.0,5 

0.0.9,1.0.0,1 


3389 8.0.0.1.5 


15,1,3,0,5 
‚3,0,9,1,0,0,1 
0.1,.12,0.0.0,1 


3391 0,0,11,0,4 
3392 |0,2,.0,3.0,2 
3395 0.1.2.0,1.2 


0,2,1.1,1,0,1 
3397 0.1.0.1.5 


13399 2,1,0,1,5 


'0,0,6,2.0,0,1 
3400 3.1.0,1.5 
'1,0.6.2.0.0,1 
0.2.3.0,5 
3402 5.1.0.1,5 
'3.0.6.2.0.0,1 
2.2.3.0.5 
'0,1.9.1.0.0,1 
0.0.10.0.0,2 
3404 0,0.8.1,4 
3407 3,0.8,1,4 
0.1,11.0,4 


3408 0.3.0.3.0.2 
3411 0.2.2.0.1.2 


0.,3,1.1.1.0,1 


3412 0,0,3,3.0.0,1 
3413 1.0.3.3.0,0,1 


0,2.0,.1,5 


3414 0,0,3.0,3.1 
3424 0.1.0.3,0.2 
3425 0.0.0.1.0.0.1 
3427 0.0.0.1.3,1 
3430 3.0.0.1,3.1 


0.1.3.03.1 


3431 0.0.5.0.1.0,1 


15440|0,5,0,3,0,2 
13441 0.0,1,3.02 

| '0,1,0,4,0,0,1 
3443 0.1.0.1.3.1 
[444 0.0.2.1.1.0.1 
3447 302.1.1.0.1 


0.1.5.0.1.0.1 
3449 0.0.1405 


3454 5.0.4.05 
0.0.13.0.0.0.1 
3456 0,6.0,3.0.2 
3457 0.1.1.3.0.2 
'0.2.0.1.0.0.1 
3459 0.2.0.1.3.1 
3460 0.,1,2.1,1.0,1 
‚0.0.3.0.1.2 
3462 0.0.1.1.5 
3463 3.0.1.15 
0.1.4.0.5 
5.0.1.1.5 
2.1.1.0.5 
0.0.10.1.0.0,1 
S8.0.1.1.5 
5 








13467 


3470 
5.1.4.0, 
'3.0.10.1.0.041 
0.1.13.0.0.0.1 
3472 0,7.0.3.0.2 
3473 0.0.0.1.1.2 
3476 3.0.0.1.12 
0.1.3.0.1.2 
0.2.2.1.1.0.1 
3478 0,1.1.15 
3480 2,1.1.1,5 
0.0,7.2.0.0,1 
3481 3,1.1.1.5 
' ‚0.7.2.0.0.1 
'0,2,4.05 
3483 5.1.1.1.5 
13,0,7,2,0,0,1 
2,2.4.0.5 
‚0,0,11,0,0,2 
0,1.10,1,0,0,1 











10 1. 


N |(1,2,3,4,5,6,7)* | 


N |(,2,3,4,5,6,7)* | 





Bretschneider, Zerlegung der Zahlen bis A100 in Biquadrate. 


N |a,2,3,4,5,6,7)| NM |(1,2,3,4,5,6,7)* 











3485 0.0,9,1,4 
3458 0,8.0,3,0,2 
3489 0,1,0,1,1,2 
3492 3,1,0,1,1.2 
'0,2,3,0,1,2 
‚0,3,2,1,1,0,1 
3493 0,0,4,3,0,0,1 
3494 1,0,4,3,0.0,1 
0,2,1,1,5 
3495 0,0,1,0,3,1 
3504 0,9,0,3,0,2 
3505 0.2.0,1,1,2 
3506 0,0,1,1,0,0,1 
3508 '0,0,1,1,3,1 
3511 3,0,1,1,3,1 
'0,1,4.0,3,1 
3512 0.0.6,0,1,0,1 
3520 0,10,0,3,0,2 
3521 0,3,0,1,1,2 
3522 0,2,3,0,2 
0,1,1,4,0,0,1 
3524 0,1,1,1,3,1 
3525 0.0,3.1,1.0,1 
3528 3.0,3,1,1,0,1 
'0,1,6,0,1,0,1 
3530 0,0,5.0,5 
3535 5,0.5,0,5 


0.0,14.0,0.0,1 
3536 6,05,0,5 
'1.0.14,0,0.0,1 
0,11.0,3,0,2 
3537 0,4,0,1,1,2 
3538 0.0.02,1,0,1 
3541 3,0,0,2,1,0,1 
0,4.0.1.2 
0.1.3.1,1,0,1 


3543 0.0.2,15 




















3546 3,.0,2,1,5 
'0,1,5,0,5 
3548 5.0,2,1,5 
'2,1,5,0,5 
‚0,0,11,1,0,0,1 
3551 8,0,2,1,5 
5,1,5,0,5 
'3.0,11,1,0,0,1 
'0.1.14,0,0.0,1 
3552 9.0,2.1,5 
16.15.05 
‚4,0,11,1,0,0,1 
1,1,14,0,0,0,1 
'0,12,0,3,0,2 


\ 3553 0,5,0,1,1.2 
| 3554 0,0,1,1,1,2 


'0,1,0,2,1,0,1 


| 3557 3,0,1,1,1,2 


'3,1,0,2,1,0,1 
'0.1,4.0.12 
'0,2,3,1,1.0,1 


' 3559 0,1,2.1,5 
' 3561 2,1,2,1,5 


'0,0,8,2,0,0.1 
3562 3,11,2,1,5 
'1,0,8,2,0,0,1 
'0,2.5,0.5 
3564 5,1,2,1,5 
3,0,8,2,0,0,1 
'2,2,5,0,5 
'0,1,11,1,0,0,1 
'0.0,12,0,0,2 
3566 0,0.10.1,4 
3569 0,6,0,1,1,2 
3570 0,11,1,1,2 
'0,2,.0,2.1,0,1 


| 3573 31.1112 


32.021,01 
'0,2,4,0,1,2 
0.3,3,1,1,0,1 





| 








3574|0,0,5,3.0.0,1 


3575 1,0,5,3,0,0,1 
'0,2,2,1,5 
3576 0,05,0,3,1 
3584 0,0,0,14 
3585 0,7,0,1,1,2 
3586 0,2,1,1,1,2 
'0,3,0,2,1,0,1 
3587 0,0,2,4.0.0,1 
3589 0.021,31 
3592 3,0,2,1,3,1 
'9,1,5,0,3,1 
3593 0,0,7,0,1,0,1 
3600 0,0,0,9,0,1 
3603 0,3,1,1,1,2 
0,4,0,2,1,0,1 
3603 0,1,2,4,0,0,1 
'0.033,0, 
3605 0,1,2,13,1 
3606 0,0,4,1,1,0,1 
3609 3,0,4,1,1,0,1 
'0,1,7,0,1,0,1 
3611 0,0,6,0,5 
3616 0,0,0,4,02 
3619 0,0,1,2,1,0,1 
3622 3,0,1,2,1,0,1 
'0,1,4,1,1,0,1 
'0,0,5,0,1,2 


3624 0,0,3,1,5 


3627 3,0,3,1,5 
'0,1,6,0,5 

3629 5.0,3,1,5 
'2,1,6,0,5 
‚0,0,12,1,0,0,1 


' 3632 0,1,0,4,0,2 


3635 0,1,1,2,1,0,1 
0,0,2,1,1,2 
3637 | 0,0,0,2,5 


3640 3,0,0,2,5 
0,1,3,1,5 
5.0.0,2,5 


2,1,3,1,5 


3642 


' 0,0,9,2,0,0,1 


3643| 6,0,0,2,5 
3,1,3,1,5 


1,0,9,2,0,0,1 








| '0,2,6,0,5 
\ 3645 8,0,0,2,5 
| 5,1,3,1,5 
3,0,9,2,0,0,1 
2,2,6,0,5 
0,0,13,0,0,2 
'0,1,12,1,0,0,1 
3647 0,0,11,1,4 
3648 0,2,0,4,0,2 
3651 0,0,0,0,2,0,1 
| 3664 0,3,0,4,0,2 
' 3667 0,1,0,0,2,0,1 
/3674 0,0,8,0,1,0,1 
| 3680 0,4,0,4,0,2 
3681 0,0,0,5,0,0,1 
3683 0,2,0,0,2,0,1 
3687 0,0,5,1,1,0,1 
3690 3,0,5,1,1,0,1 
'0,1,8,0,1,0,1 
3692 0,0,7,0.5 
3696 0,5,0,4,0,2 
3697 0,0,0,0,0,1,1 
3705 |8,0,0,0,0,1,1 
'0,0,4,1,5 
3708 11,0,0,0,0,1,1 
3,0,4,1,5 
'0,1,7,0,5 
3710 13,0,0,0,0,1,1 
'5,0,4,1,5 
12,1,7,0,5 
'0,0,13,1,0,0,1 
| 











| 




















1. Bretschneider, Zerlegung der Zahlen bis 4100 in Ziquadrate. 


N 14,234,5,6,7°| N 11,23,4,5,6,1° 


11 


N la2,3,4,5,6,n'| N 14,2,3,4,5,6,7). 








3712/0,6,0,4,0.2 
3713 0,1,0,0,0,1,1 
3718 5,1,0,0,0,1,1 
'0,0,1,3,5 
3721 8,1,0,0,0,1,1 
'13,0,1,2,5 
'0,1,4,1,5 
3723 |10,1,0,0,0,1,1 
5,0,1,2,5 
2,1,4,1,5 
0,0,10,2,0,1,1 
3724 11,1,0,0,0,1,1 
6,0,1,2,5 
3,1,4,1,5 
1,0,10,2,0, 1,1 
0,2,7,0,5 
3726 13,1,0,0,0,1,1 
8,0,1,2,5 
5,1,4,1,5 
'3,0,10,2,0,1,1 
'2,2,7,0,5 
'0,1,13,1,0,0,1 
'0,0,14,0,0,2 
3728 0,7,0,4,0,2 
3729 0,2,0,0,0,1,1 
3732 0,0,1,0,2,0,1 
3744 0,8,0,4,0,2 
3745 0,3,0,0,0,1,1 
3748 0,1,1,0,2,0,1 
3750 0,0,0,0,6 
3755 5,0,0,0,6 
0,0,9,0,1,0,1 
3760 0,9,0,4,0,2 
3761 0,1,0,0,0,1,1 
3762 1,4,0,0,0,1,1 
'0,0,1,5,0,0, 1 





13764 0,2,1,0,2,0,1 
3766 0,1,0,0,6 
3768 2,1,0,0,6 
.0,0,6,1,1,0,1 
3771/5,1,0,0,6 
'3,0,6,1,1,0,1 
'0,1,9,0,1,0,1 
3773 0,0,8,0,5 
3776 3,0,8,0,5 
‚0,10,0,4,0,2 
3777 0,5,0,0,0,1,1 
3778 0,0,1,0,0,1,1 
3786 8,0,1,0,0,1,1 
0,0,5,1,5 
3789 11,0,1,0,0,11 
| 3,0,5,1,5 
0,1,8,0,5 
13,0,1,0,0, 1,1 
5,0,5,1,5 
'2,1,8,0,5- 
| ‚0,0,14,1,0,0,1 
3792 14,0,1,0,0, 1,1 
6,0,5,1,5 
'3,1,8,0,5 
'1,0,14,1,0,0,1 
'0,11,0,1,0,2 
3793 0,6,0,0,0,1,1 
3794 0,1,1,0,0,1,1 
13796 .0,0,0,0,4,1 
3509 0,7,0,0,0,1,1 
3810 0,2,1,0,0,1,1 
3812 0,1,0,0,4,1 
3813 0,0,2,0,2,0,1 
3825 0,8,0,0,0,1,1 
3826 0,3,1,0,0,1,1 
3525 |0,2,0,0,4,1 


3791 

















3829 0,1,2,0,2,0,1 
13831 0,0,1,0,6 
3836 ,5,0,1,0,6 
| ‚0,0,10,0,1,0,1 
‚3540| 0,0,0,15 
13841 0,9,0,0,0,1,1 
13842|0,0,0,0,2,2 
3845 3,0,0,0,2,2 
| '0,2,2,0,2,0,1 
13847 0,1,1,0,6 
3849 2,1,1,0,6 
| ‚0,0,7,1,1,0,1 
‚3552 5,1,1,0,6 
'3,0,7,1,1,0,1 
'0,1,10,0,1,0,1 
3854 0,0.9,0,5 
‚3856 0,0,0,10,0,1 
‚3557 1,0,0,10,0,1 
| .0,10,0,0,0, 1,1 
‚3858 0,1,0.0,2.2 
3559 0,0,2,0,0,1,1 
3567 8,0,2,0,0,1,1 
'0,0,6,1,5 
3870 11,0,2,0,0, 1,1 
| '3,0,6,1,5 
| '0,1,9,0,5 
3872 0,0,0,5,0,2 
3874 0,2,0,0,2,2 
3875 0,1,2,0,0,1,1 
3577 0,0,1,0,4,1 
38588 0,0,0,0,0,3 
3891 3,0,0,0,0,3 
0,2,2,0,0,1,1 
3893 0,1,1,0,4,1 
3894 0.0,3.0,2,0,1 
3904 |0,1,0,0,0,3 


| 




















| 
} 
| 


| 














3907 0,0,0,1,2,0,1 
3910 3,0,0,1,2,0,1 
'0,1,3,0,2,0,1 
3912 0.02.06 
3917 5,0.2.0,6 
0,0,11.0.1.01 
3920 0,2,0,0.0.3 
3923 0,10,1201 
0,0,1,0,2,2 


\ 3926 3,1,0,1,2,0,1 


'3,0,1,0,22 

'0.2,3,.0,2,0,1 
3928 0,1,2,0,6 
3930 2,1.2,0,6 

‚0,0,8,1,1,0,1 


' 3933 |5,1,2,0,6 


'3,0,8,1,1,0,1 
'0,1,11,0,1,0,1 
3935 0,0,10,0,5 


\ 3936 0,3,0,0,0,3 


| 











3937 1,3.0.0,0,3 
0,0,0,6,0,0,1 
3939 0,1,1,0,2,2 
'0,2,0,1,2,0,1 
3940 0,0,3,0,0,1,1 
3948 8,0,3,0,0,1,1 
‚0,0,7,1,5 
3951 11,0,3,0,0,1,1 
13,0,7,1,5 
'0,1,10,0,5 
3952 0,4,0,0,0,3 
3953 0,0,0,1,0,1,1 
3956 3,0,0,1,0,1,1 
0,1,3,0,0,1,1 


3958 0,0,2,0,4,1 


3968 | 0,5,0,0,0,3 


)* 








l. Dretschneider , 


N 





(1,2,3,4,5,6,7) 





Zerlegung der Zahlen bis 4100 in Biquadrate. 


| _N | a23,45,6,n7° | N | ,23,4,5,6,7,8)‘ 





3969 0,1,0,1,0,1,1 
0,0,1,0,0,3 
3972 3,1,0,1,0,1,1 
'3,0,1,0,0,3 
0,2,3,0,0,1,1 
3974 0,1,2,0,4,1 
3975 0,0,4,0,2,0,1 
3984 0,6,0,0,0,3 
3985 0,1,1,0,0,3 
0,2,0,1,0,1,1 
3988 0,0,1,1,2,0,1 
3991 3,0,1,1,2,0,1 
0,1,4,0,2,0.1 
3993 0,0,3,0,6 
3998 5,0,3,0,6 
0,0,12,0,1,0,1 
4000 0,7,0,0,0,3 
4001 0,2,1,0,0,3 
0,3,0,1,0,1,1 
4004 0,0,2,0,2,2 
0-1,1,1,2,0,1 
4006 0.0,0,1,6 
4009 3,0,0,1,6 
0,1,3,0,6 
4011 5,0,0,1 
'2,1,3,0,6 
‚0,0,9,1,1,0,1 
4014 8S.0,0,1,6 
5,1,3,0,6 
3,0,9,1,1,0,1 
0,1,12,0,1,0,1 
4016 0,8,0,0,0,3 
4017 0,3,1,0,0,3 
0,4,0,1,0,1,1 
4020 0,1,2,0,2,2 
0,2,1,1,2,0,1 


| 
| 
| 


| 





4021 |0,0,4,0,0,1,1 
4029 8,0,4,0,0,1,1 
'0,0,8,1,5 
4032 0,9,0,0,0,3 
4033 |0,1,1,0,0,3 
‚0,5,0,1,0,1,1 
4034 0,0,1,1,0,1,1 
4037 3,0,1,1,0,1,1 
'0,1,4,0,0,1,1 
4039 0,0,3,0,4,1 
4048 0,10,0,0,0,3 
4049 0,5,1,0,0,3 
'0,6,0,1,0,1,1 
4050 0,0,2,0,0,3 
'0,1,1,1,0,1,1 
4052 0,0,0,1,4,1 
4055 3,0,0,1,4,1 
0,1,3,0,4,1 
4056 0,0,5,0,2,0,1 
4064 0,11,0,0,0,3 
4065 0,6,1,0,0,3 
0,7,0,1,0,1,1 
4066 0,1,2,0,0,3 
0,2,1,1,0,1,1 
4068 0,1,0,1,4,1 
4069 0,0,2,1,2,0,1 
4072 3,0,2,1,2,0,1 
0,1,5,0,2,0,1 
4074 0,0,4,0,6 
4079 5,0,4,0,6 
‚0,0,13,0,1,0,1 
4080 0,12,0,0,0,3 
4081 0,7,1,0,0,3 
0,8,0,1,0,1,1 
4082 0,2,2,0,0,3 
0,3,1,1,0,1,1 

















4084 0,2,0,1,4,1 
4085 0,1,2,1,2,0,1 
'0,0,3,0,2,2 
4087 '0,0,1,1,6 
4090 | 3,0,1,1,6 
0,1,4,0,6 
4092 5,0,1,1,6 
'2,1,4,0,6 
'(0,0,10,1,1,0,1 
4095 8,0,1,1,6 
'5,1,4,0,6 
3,0,10,1,1,0,1 
0,1,13,0,1,0,1 
4096 0,0,0,0,0,0,0,1 














1. 


2 
706 
2657 


I. 


3 
285 
768 

1378 
2177 
2738 
3888 


II. In 


4 
244 
514 
738 

1024 
1344 
1569 
1923 
2404 
2594 
2849 
3171 
3714 
4034 


IV. In eine Summe von fünf oder mehreren Biquadraten können zerlegt werden 


150 
370 
395 


l. Bretschneider, Zerlegung der Zahlen bis A10O in Biquadrate. 13 


Tafel 2%. 


In eine Summe zweier Biquadrate lassen sich zerlegen die Zahlen: 


17 32 82 97 162 2357 272 337 512 6% 64l 
851 1250 1297 1312 1377 1552 1921 2402 2417 2482 2592 


3026 3697 4097 


In eine Summe dreier Biquadrate lassen sıch zerlegen die Zahlen: 


18 
338 
187 
1393 
2403 
2848 
3953 


33 
393 
852 
1458 
2418 
2913 
4098 


83 
4185 513 
897 962 
1506 1553 
2433 2483 
3027 3042 


48 


98 
528 
1137 
1568 
2498 
3107 


113 
593 
1251 
1633 
2546 
3217 


163 
627 
1266 
1808 
2563 
3252 


178 
642 
1298 
1875 
2593 
3651 


243 
657 
1313 
1922 
2608 
3698 


258 
707 
1328 
1937 
2658 
3713 


273 
722 
1331 
2002 
2673 
3718 


eine Summe von nicht weniger als ezer Biquadraten lassen sıch zerlegen 


die Zahlen: 


19 
259 
529 
769 

1043 
1347 
1584 
1938 
2419 
2609 
2564 
3188 
3729 
4099 


20 
195 
385 
610 


34 
274 
544 
784 

1138 
1379 
1587 
1953 
2434 
2624 
2914 
3218 
3732 


3) 
210 
405 
629 


49 
289 
394 
788 

1153 
1394 
1634 
1956 
2449 
2627 
2929 
3233 
3779 


50 
245 
420 
614 


64 
304 
609 
813 

1218 
1409 
1649 
2003 
2484 
2644 
2994 
3283 
3794 


65 
260 
435 
659 


54 
324 
628 
849 

1252 
1412 
1714 
2018 
2499 
2659 
3028 
3298 
3812 


die Zahlen: 

s0 85 
275 290 
450 500 
673 689 


99 
339 
643 
868 

1267 
1459 
1762 
2064 
2500 
2674 
3043 
3363 
3859 


114 
354 
658 
883 
1282 
1474 
1509 
2083 
2514 
2689 
3058 
3173 
3859 


100 
305 
915 
690 


129 
369 
673 
898 
1299 
1507 
1524 
2131 
2547 
2739 
3104 
3538 
3904 


115 
320 
530 
709 


164 
419 
674 
913 
1314 
1522 
1876 
2178 
2562 
2754 
3108 
3652 
3907 


130 
325 
345 
724 


179 
434 
708 
963 
1329 
1539 
1559 
2193 
2564 
2802 
3123 
3667 
3954 


145 - 


340 
960 
739 


194 
499 
123 
978 
1332 
1554 
1891 
2258 
2579 
2819 
3169 
3699 
3969 


165 
359 
80 
754 





1600 
1510 
1957 
2132 
2387 
2565 
2675 
2835 
3044 
3185 
3314 
3653 
3510 
3955 


6 
166 
336 
501 
661 
805 
945 

1056 
1220 
1364 
1491 
1604 
1731 
1859 
1986 
2096 
2210 
2340 


929 
1139 
1333 
1475 
1603 
1825 
1969 
2145 
2405 
2578 
2690 
2550 
3059 
3187 
3360 
3668 
3813 
3970 


21 
181 
34l 
516 
676 
S16 
946 

1060 
1235 
1376 
1494 
1616 
1746 
1578 
1958 
2100 
2213 
2355 


Bretschneider, Zerlegung der Zahlen bis 4100 in Biquadrate. 


785 

930 
1154 
1345 
1490 
1620 
1540 
1970 
2147 
2420 
2580 
2705 
2865 
3074 
3159 
3364 
3683 
3813 
3955 


36 
196 
396 
531 
691 
820 
IV 

1075 
1254 
1381 
1509 
1619 
1749 
1893 
2005 
2115 
2225 
2398 


789 

949 
1169 
1348 
1493 
1635 
18143 
1972 
2164 
2135 
2581 
2708 
2880 
3075 
3204 
3379 
3700 
3858 
3985 


dl 
211 
371 
546 
705 
835 
965 

1106 
1269 
1396 
1524 
1621 
1764 
1906 
2020 
2118 
2226 
2406 


800 

964 
1219 
1360 
1508 
1650 
1877 
2004 
2179 
2450 
2595 
2725 
2983 
3105 
3219 
3425 
3715 
3560 
4035 


66 
226 
356 
61 
710 
836 
950 

1121 
12S1 
1411 
1536 
1636 
1779 
1908 
2035 
2133 
2228 
2421 


804 

979 
1234 
1363 
1523 
1665 
18590 
2019 
2194 
2469 
2610 
2740 
2900 
3109 
3234 
3427 
3730 
3375 
4050 


819 

994 
1253 
1380 
1538 
1668 
1592 
2034 
2209 
2485 
2625 
2755 
2915 
3120 
3249 
3444 
3733 
3590 
4100 


Zahlen: 


86 
246 
401 
576 
725 
851 
995 

1125 
1284 
1414 
1541 
1651 
1794 
1925 
2038 
2146 
2245 
2436 


96 
261 
406 
sl 
740 
866 

1010 
1140 
1301 
1426 
1556 
1666 
1796 
1940 
2050 
2148 
2260 
2451 


850 
1025 
1268 
1395 
1540 
1715 
1905 
2037 
2212 
2501 
2628 
2756 
2930 
3124 
3250 
3474 
3745 
3905 


101 
276 
421 
596 
756 
870 
1011 
1155 
1316 
1129 
1571 
1669 
1811 
1955 
2051 
2161 
2275 
2466 


865 
1040 
1250 
1410 
1555 
1730 
1907 
2065 
2259 
2515 
2640 
2770 
2945 
3125 
3292 
3489 
3748 
3908 


116 
291 
436 
6ll 
771 
885 
1026 
1170 
1334 
1441 
1574 
1681 
1826 
1958 
2053 
2163 
2290 
2468 


869 
1044 
1283 
1413 
1570 
1763 
1924 
2080 
2274 
2516 
2643 
2803 
2995 
3139 
3269 
3539 
3780 
3920 


131 
306 
451 
630 
786 
900 
1030 
1185 
1346 
1444 
1586 
1684 
1841 
1971 
2066 
2165 
2293 
2481 


854 
1059 
1300 
1425 
1585 
1778 
1939 
2084 
2320 
2530 
2645 
2818 
3010 
3170 
3284 
3954 
3795 
3923 


146 
321 
466 
645 
790 
915 
1041 
1186 
1349 
1461 
1589 
1701 
1844 
1973 
2081 
2180 
2321 
2486 





899 
1105 
1315 
1428 
1588 
1795 
1954 
2099 
2339 
2548 
2660 
2820 
3029 
3172 
3299 
3619 
3796 
3910 


In eine Summe von mindestens sechs Biquadraten lassen sich zerlegen die 


161 
326 
486 
660 
so1 
931 
1045 
1205 
1361 
1476 
1601 
1716 
1856 
1985 
2085 
2195 
2356 
2502 











2517 
2641 
2741 
2851 
2981 
3121 
3205 
3315 
3428 
3355 
3734 
3829 
3936 
4052 
VI. In 


1. 


2531 
2646 
2757 
2866 
2996 
3126 
3206 
3330 
3441 
3570 
3746 
3544 
3939 
4066 


Bretschneider, Zerlegung der Zahlen bis 4100 in 


2532 
2656 
2771 
28581 
soll 
3136 
3220 
3331 
3443 
3616 
3749 
3561 
3941 
4069 


2549 
2661 
2772 
2584 
3012 
3140 
3235 
3333 
3445 
3620 
3750 
3874 
3956 


eine Summe von 


22 
182 
342 
482 
612 
772 
901 

1031 
1126 
1285 
1427 
1542 
1655 
1765 
1572 
2021 
2116 
2229 
2322 
2452 
2598 
2710 
2807 
2902 
3013 


37 
197 
392 
487 
631 
791 
916 

1042 
1141 
1286 
1430 
1557 
1667 
1780 
1579 
2036 
2119 
2241 
2326 
2167 
2612 
2722 
2822 
2912 
3031 


52 
212 
397 
502 
6416 
802 
917 

1046 
1156 
1302 
1412 
1572 
1670 
1782 
1594 
2039 
2131 
22142 
2337 
2469 
2613 
2727 
28932 
2917 
3046 


2566 
2662 
2786 
2596 
3030 
3l4l 
3251 
3350 
3460 
3635 
3761 
3876 
3971 


mindestens szeben Biquadraten können zerlegt 
die Zahlen: 


67 
227 
372 
517 
662 
806 
932 

1057 
1171 
1317 
1445 
1575 
1682 
1792 
1909 
2052 
2149 
2244 
2341 
2487 
2630 
2737 
2833 
2918 
3061 


2576 
2676 
2789 
2899 
3045 
3155 
3253 
3361 
3475 
3654 
3764 
3877 
3986 


87 
212 
387 
532 
677 
817 
947 

1061 
1187 
1335 
1457 
1590 
1685 
1797 
1926 
2054 
2162 
22146 
2352 
2497 
2642 
2742 
2852 
2932 
3062 


2582 
2691 
2804 
2901 
3060 
3156 
3265 
3365 
3490 
3669 
3781 
3891 
3989 


102 

247 

402 

547 

692 

821 

951 
1072 
1201 
1350 
1462 
1602 
1697 
1812 
1941 
2067 
2166 
2261 
2356 
2503 
2647 
2743 
2853 
2947 
3077 


2596 
2706 
2806 
2916 
3076 
3173 
3266 
3376 
3505 
3681 
3797 
3594 
4001 


112 

262 

407 

562 

zı 

832 

961 
1076 
1202 
1362 
1477 
1605 
1700 
1827 
1959 
2069 
2181 
2276 
2371 
2518 
2663 
2758 
2867 
2962 
3092 


2597 

2709 
2821 
2931 
3090 
3156 
3268 
3380 
3506 
3684 
3sll 
3906 
4004 


117 

277 

417 

567 

721 

837 

966 
1091 
1206 
1365 
1492 
1617 
1702 
1830 
1974 
2082 
2196 
2291 
2374 
2533 
2672 
2773 
2870 
2965 
3093 


Biquadrate. 


2611 
721 
2834 
2946 
3091 
3190 
3270 
3381 
3908 
3701 
3812 
3909 
4021 


132 

292 

422 

917 

726 

852 

981 
1092 
1221 
1382 
1495 
1622 
1717 
1512 
1957 
2086 
2199 
2294 
2389 
2550 
2677 
2787 
2852 
2977 
3lll 


2626 
2724 
2836 
2961 
3106 
3201 
3285 
3399 
3929 
3716 
3814 
3921 
4036 


147 

307 

437 

582 

741 

567 

996 
1107 
1236 
1392 
1510 
1632 
1732 
1845 
1959 
2097 
2211 
2306 
2407 
2567 
2678 
2788 
2855 
2980 
3122 


15 


2629 
2726 
2837 
2964 
3110 
3203 
3300 
34126 
340 
3731 
3526 
3924 
4051 


werden 


167 
322 
452 
392 
742 
Ypi 
1012 
1111 
1255 
1397 
1525 
1637 
1747 
1857 
2001 
2101 
2214 
2307 
2422 
2577 
2692 
2790 
2887 
2982 
3127 





16 


3137 
3254 
3349 
3429 
3921 
3621 
3791 
3845 
3952 
4022 


vn. 


8 
183 
313 
483 
608 
758 
887 

1028 
1127 
1256 
1416 
1573 
1686 
1793 
1895 
2048 
2150 
2280 
2368 
2513 
2688 
2823 
2919 
2995 
3143 
3297 
3393 
3492 


5. 


3142 
3267 
3351 
3431 
3922 
3632 
3762 
3862 
3957 
4037 


In eine 


23 
193 
398 
458 
613 
773 
902 

1032 
1142 
1271 
1431 
1576 
1695 
1798 
1910 
2055 
2167 
2292 
2372 
2519 
2593 
2824 
2928 
2999 
3153 
3302 
3398 
3493 


Bretschneider, Zerlegung der Zahlen bis 4100 in 


3152 
3271 
3362 
3442 
3424 
3636 
3765 
3872 
3958 
4053 


Summe von 


38 
198 
368 
495 
632 
792 
918 

1047 
1157 
1257 
1443 
1591 
1703 
1813 
1911 
2068 
2182 
2295 
2375 
2534 
2694 
2833 
2933 
3014 
3158 
3303 
34108 
3495 


3157 
3281 
3366 
3446 
3326 
3637 
3766 
3878 
3972 
4067 


93 
213 
373 
503 
647 
807 
933 

1058 
1172 
1303 
1446 
1606 
1713 
1828 
1927 
2070 
2197 
2308 
2390 
2551 
2711 
2839 
2934 
3032 
3168 
3317 
3413 
3910 


3174 
3286 
3377 
3457 
354l 
3655 
3777 
3992 
3975 
4068 


3191 
3287 
3382 
3459 
3966 
3670 
3782 
3593 
3987 
4070 


3202 
3301 
3392 
3461 
3971 
3682 
3798 
3895 
3990 
4082 


nicht weniger als 
werden die Zahlen: 


68 
288 
385 
>18 
648 
818 
918 

1062 
1173 
1318 
1463 
1618 
1718 
1531 
1942 
2087 
2200 
2310 
2408 
2568 
2723 
2854 
2948 
3047 
3175 
3318 
3415 
3512 


88 
248 
403 
933 
663 
822 
952 

1073 
1188 
1336 
1473 
1623 
1733 
1846 
1960 
2098 
2215 
2323 
2423 
2584 
2728 
2868 
2951 
3063 
3192 
3335 
3130 
3923 


103 

263 

408 

548 

678 

823 

967 
1077 
1192 
1351 
1478 
1638 
1736 
1558 
1975 
2102 
2230 
2325 
2438 
2599 
2744 
2869 
2963 
3078 
3208 
3348 
3432 
3927 


3207 
3316 
3396 
3462 
3986 
3685 
3815 
3910 
4002 
4085 


3221 
3332 
3397 
3476 
3587 
3702 
3827 
3922 
4005 


Biquadrate. 


3222 
3334 
34ll 
3491 
3489 
3717 
3828 
3925 
4006 


acht Biquadraten 


118 

278 

423 

963 

693 

833 

977 
1088 
1203 
1366 
1496 
1648 
1748 
1861 
1990 
2113 
2243 
2.327 
2453 
2614 
2753 
2871 
2966 
3088 
3223 
3352 
3447 
3937 


128 

293 

433 

968 

712 

835 

982 
1093 
1207 
1367 
1511 
1653 
1751 
1863 
2097 
2117 
2247 
2338 
2455 
2631 
2759 
2586 
2968 
3094 
3239 
3267 
3458 
3942 


133 

308 

438 

378 

727 

848 

997 
1108 
1217 
1383 
1526 
1656 
1766 
1873 
3017 
2120 
2257 
2342 
2470 
2648 
2774 
2888 
2978 
3112 
3255 
3368 
3463 
3943 


3236 
3346 
3412 
3507 
3606 
3735 
3830 
3937 
4017 


können zerfällt 


148 

323 

453 

983 

7137 

853 

995 
1112 
1222 
1398 
1543 
1671 
1781 
1880 
2022 
2128 
2262 
2353 
2488 
2664 
2791 
2898 
2983 
3124 
3272 
3378 
3477 
3997 





3237 
3347 
3414 
3509 
3617 
3747 
3831 
3942 
4020 


168 

328 

468 

598 

743 

872 
1013 
1123 
1237 
1405 
1558 
1683 
1783 
18858 
2040 
2135 
2277 
2357 
2504 
2679 
2808 
2903 
2993 
3138 
3288 


3383 


3478 
3972 











3988 
3671 
3816 
3943 
4038 
vım. 


793 
934 
1078 
1193 
1337 
1489 
1657 
1784 
1904 
2041 
2168 
2304 
2391 
2536 
2712 
2559 
2984 
3113 
3273 
3409 
3928 
3623 
3753 
3927 
4049 
IX. 


10 
155 


Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XLVI. 


l. 


3590 
3686 
3832 
3959 
4039 


In eine Summe von nicht weniger als neun Biquadraten können zerfällt 


24 
199 
374 
504 
649 
808 
953 

1079 
1204 
1352 
1497 
1664 
1799 
1912 
2049 
2183 
2311 
2409 
2552 
2729 
2904 
3000 
3129 
3289 
3416 
3544 
3624 
3768 
3928 
4055 


25 
200 


Bretschneider, Zerlegung der Zahlen bis A100 in Biquadrate. 


3602 
3687 
3746 
3968 
4054 


39 
209 
384 
419 
664 
524 
968 

1089 
1208 
1368 
1512 
1672 
1814 
1928 
2056 
2198 
2.324 
2424 
2569 
2745 
2905 
3009 
3144 
3304 
3424 
3993 
3934 
3784 
3944 
4057 


40 
215 


3603 
3703 
3847 
3973 
4056 


54 
214 
3859 
334 
679 
534 
983 

1094 
1223 
1354 
1527 
1687 
1517 
1943 
2071 
2201 
2328 
2439 
2585 
2760 
2920 
3015 
3154 
3313 
34133 
3558 
3639 
3800 
3960 
4072 


In eine Summe von 


sp) 
225 


3605 
3718 
3863 
3974 
4071 


3607 
3736 
3873 
3976 
4083 


3618 
3752 
3579 
3991 
4084 


3622 
3763 
3896 
4003 
4086 


werden die Zahlen: 


69 
229 
404 
349 
694 
839 
993 

1104 
1233 
1399 
1544 
1699 
18529 
1944 
2088 
2216 
2313 
2454 
2600 
2769 
2935 
3033 


3159 


3319 
3448 
3559 
3649 
3509 
3977 
4058 


59 


409 
>64 
713 
854 
999 
1109 
1238 
1417 
1559 
1704 
1532 
1961 
2103 
2231 
2354 
2456 
2615 
2775 
2944 
3048 
3176 
3336 
3449 
397 
3657 
3817 
3954 


104 
264 
424 
369 
728 
s64 
1014 
1113 
1257 
1424 
1577 
1719 
1847 
1976 
2114 
2248 
2358 
2471 
2632 
2792 
2949 
3049 
3184 
3344 
3461 
3574 
3664 
3533 
3992 


119 
279 
439 
379 
729 
873 
1029 
1128 
1272 
14132 
1592 
1729 
1862 
1991 
2121 
2263 
2361 
2189 
2649 
2809 


‚2950 


3064 
3193 
3353 
34179 
3976 
3672 
3848 
3993 


3633 
3767 
3911 
4007 
4087 


134 
294 
449 
584 
744 
855 
1033 
1143 
1273 
1447 
1607 
1734 
1564 
1992 
2129 
2273 
2369 
2505 
2665 
2825 
2952 
3079 
3209 
3369 
3494 
3591 
3688 
3864 
4008 


3638 
3783 
3912 


4018 4023 4033 


144 
309 
454 
399 
793 
903 
1048 
1158 
1255 
1448 
1624 
1737 
1874 
2008 
2136 
2278 
2373 
2520 
2680 
2840 
2067 
3080 
3224 
3384 
3196 
3593 
3704 
3880 
4019 


3648 
3793 
3926 


149 
329 
469 
614 
759 
904 
1063 
1174 
1304 
1464 
16.39 
1752 
1581 
2023 
2144 
2281 
2376 
2529 
2695 
2555 
2969 
3059 
3239 
3394 
3511 
3604 
3719 
3897 
4204 


nicht weniger als zehn Biquadraten können 


werden die Zahlen: 


70 
230 


90 
250 


Heft 1. 


105 
265 


120 
280 


150 
3l0 


3 


160 
330 








17 







































3656 
3799 
3938 


169 
344 
454 
624 
774 
919 
1074 
1189 
1319 
1479 
1654 
1767 
1596 
2033 
2151 
2296 
2354 
2335 
2704 
2572 
2979 
3095 
3256 
3399 
3513 
3608 
3737 
3913 
4040 


zerleg! 


170 
345 


15 


360 

305 

669 

540 
1000 
1129 
1274 
1440 
1593 
1745 
1598 
2057 
2202 
2344 
2457 
2616 
2776 
2953 
3096 
32597 
3410 
3960 
366) 
3515 
3995 


X. In eine Summe von nicht weniger 


11 
156 
36l 
521 
6S1 
875 

1035 
1191 
1359 
1499 
1659 
1516 
1975 


1. 


319 

520 

650 

855 
1009 
1144 
1289 
1449 
1605 
1753 
1913 
2072 
2217 
2359 
2472 
2617 
2785 
2960 
3114 
3274 
3417 
3969 
3673 
3925 
4000 


26 
201 
376 
536 
696 
590 

1050 
1195 
1355 
1514 
1074 
1519 
1979 


bretschneider, Zerlegung der Zahlen bis A100 in 


390 

339 

695 

874 
1015 
1159 
1305 
1465 
1625 
1768 
1920 
2073 
2232 
2362 
2190 
2633 
2793 
2970 
3130 


3290 


3434 
391) 
3674 
3534 


4009 


41 
216 
391 
Sal 
715 
sg 

1065 
1210 
1370 
1321 
1659 
15:34 
1994 


400 

990 

714 

550 
1034 
1160 
1320 
1480 
1640 
1785 
1939 
2059 
2249 
2370 
2506 
2650 
2810 
2985 
3145 
3305 
3140 
3917 
3650 
3519 
4025 


36 
231 
411 
566 
731 
895 

1066 
1225 
1386 
1530 
1696 
1549 
2010 


410 


>69 
730 

889 
1049 
1175 
1338 
1498 
1658 
1500 
1945 
2104 
2264 
2377 
2521 
2666 
2826 
2986 
3160 
3320 
3450 
3992 
3689 
3965 
4041 


71 
241 
416 
>71 
746 
906 

1081 
1210 
1401 
1516 
1706 
18566 
2026 


425 

970 

745 

905 
1064 
1190 
1353 
1505 
1673 
1815 
1962 
2122 
2279 
2355 
2537 
2681 
2s4l 
3001 
3161 
3329 
3465 
3394 
3705 
3581 
4058 


91 
251 
426 
386 
761 
921 

1096 
1241 
1419 
1561 
1721 
1553 
2013 


440 

85 

760 

920 
1080 
1194 
1354 
1513 
1680 
18185 
1977 
2130 
2252 
2392 
2545 
2695 
2856 
3016 
3177 
3337 
34180 
3600 
3720 
3898 
4065 


als elf Biquadraten lassen sıch 


dıe Zahlen: 


106 
266 
44l 
601 
776 
936 
1115 
1259 
1434 
1579 
1739 
1599 
2055 


459 
600 
7175 
935 
1090 
1209 
1369 
1528 
1688 
1833 


4073 


121 
281 
456 
616 
795 
955 
1150 
1265 
1435 
1594 
1754 
1914 


2074 


465 
615 
794 
954 
1095 
1224 
1355 
1529 
1705 
1848 
2009 
2152 
2297 
2410 
2560 
2720 
2890 
3034 
3200 
3354 
3914 
3625 
3794 
3929 
4074 


136 
296 
471 
635 
sit 
970 
1136 
1275 
1450 
1609 
1761 
1930 
2090 


470 
634 
809 
969 
1110 
1239 
1400 
1545 
1720 
1865 
2024 
2160 
2305 
2425 
2570 
2730 
2906 
3050 
3210 
3370 
3529 
3640 
3769 
3945 
4089 


151 
ll 
481 
651 
526 
956 
1145 
1290 
1456 
1610 
1769 
1936 
2104 


Biquadrate. 


455 
640 
810 
984 
1114 
1249 
1418 
1560 
1735 
1882 
2025 
2169 
2312 
2440 
2586 
2746 
2921 
3065 
3225 
3385 
3930 
3650 
37895 
3961 


491 

656 

sl 
1001 
1161 
1306 
1466 
1626 
1756 
1946 
2106 





490 
650 
825 
955 
1120 
1258 
1433 
1578 
1738 
1597 
2042 
2184 
2329 
2442 
2601 
2761 
2936 
3081 
3240 
3400 
3945 
3658 
3801 
3978 


zerlegen 


176 
316 
506 
666 
356 
1016 
1176 
1321 
1481 
1641 
1501 
1963 
2123 














2138 
2298 
2441 
2587 
2747 
2907 
3066 
3226 
34101 
3578 
3696 
3856 
4026 


XI. 


14 
192 
377 
937 
716 
907 

1067 
1226 
1420 
1580 
1740 
1915 
2075 
2234 
2412 
2588 
2792 
2908 
3068 
3227 
3387 
3562 
3722 
3900 
4076 


1. 


2153 
2313 
2443 
2602 
2762 
2922 
3067 
3241 
3418 
3585 
3706 
3866 
4042 


In eine 


27 
202 
392 
552 
7132 
912 

1082 
1242 
1436 
1595 


m 


1755 
1931 
2091 
2235 
2427 
2603 
2763 
2923 
3072 
3332 
3402 
3979 
3740 
3916 
4091 


Bretschneider, Zerlegung der Zahlen bis A100 in 


2154 
2330 
2458 
2618 
2777 
2937 
3082 
3212 
3435 
3595 
3721 
3582 
4059 


2170 
2345 
2473 
2631 
2794 
2954 
3097 
3258 
3451 
3601 
3139 
3899 
4075 


2176 
2360 
2491 
2651 
2501 
2971 
3115 
3275 
3156 
3610 
3799 
3915 
4081 


2185 
2363 
2507 
2667 
2s11 
2976 
3151 
3291 
3166 
3611 
3770 
3930 
1090 


2203 
2378 
2522 
2682 
2816 
2987 
3146 
3306 
3481 
3626 
3786 
39416 


2218 
2386 
2523 
2697 
2827 
3002 
3162 
3321 
34985 
3641 
3502 
3962 


2233 
2393 
2538 
2698 
2812 
3017 
3178 
3338 
3915 
3659 
3519 
3979 


Diquadrate. 


2250 
2411 
2554 
2714 
2857 
3035 
3195 
3395 
3531 
3666 
3835 
3995 


2265 
2416 
2561 
2731 
2874 
3041 
3211 
3371 
3946 
3675 
3s4l 
4010 


Summe von nicht weniger als zwölf Biquadraten können 


1 ya DD 
m Tu u 
IND DD -1N 


922 
1097 
1260 
1451 
1611 
1770 
1947 
2107 
2251 
2432 
2604 
2778 
2938 
3083 
3243 
3419 
3596 
3756 
3931 


57 
232 
427 
587 
762 
937 

1116 
1276 
1467 
1627 
177 

1952 
2124 
2266 
2444 
2619 
2779 
2955 
3098 
3259 
3436 
3612 
3771 
3947 


werden die Zahlen: 


712 
252 
432 
602 
777 
956 

1131 
1291 
1472 
1642 
1787 
1964 
2139 
2284 
2459 
2635 
2795 
2972 
3116 
3276 
3452 
3627 
3787 
3963 


92 
267 
442 
617 
796 
971 

1146 
1307 
1482 
1660 
1502 
1950 
2155 
2299 
2474 
2652 
2812 
2988 
3132 
3292 
34167 
3612 
3503 
3950 


107 
282 


122 
297 
412 
652 
827 
957 
1152 
1340 
1515 
1690 
1835 
2011 
2186 
2331 
2508 
2683 
2828 
3003 
3148 
3322 
3482 
3676 
3836 
4uv11 


_ 
tv 


5 


3 


w 


_ 
-1 8 


er) 
tv 


9 
ni 
857 
101 
117 
137 
1531 
1707 
1867 
2044 
2192 
2364 
2539 
2715 
2858 
3036 
3179 
3339 
3516 
3692 
3857 
4032 


1 


1 


— 


>> 


172 

347 

507 

682 

876 
1036 
1196 
1387 
1547 
1712 
1984 
2059 
2204 
2379 
2559 
2732 
2875 
3052 
3196 
3356 
3532 
3707 
3567 
4043 


19 


2283 
2426 
2571 
2736 
2891 
3051 
3216 
3386 
3961 
3690 
3550 

1016 


zerlegt 


187 
362 
322 


892 
1051 
1211 
1402 
1562 
1722 
1900 
2060 
2219 
2394 
2572 
2748 
2892 
3057 
3212 
3372 
3517 
3712 
3953 
4060 





20 


XII. In eine Summe von nicht weniger als dreizehn Biquadraten können zerlegt 


13 
203 
318 
993 
133 
923 

1083 
1243 
1437 
1597 
1771 
1918 
2125 
2268 
24145 
2620 
2780 
2956 
3117 
3277 
3437 
3613 
3173 


3964 


XIH. 


14 
204 
319 
354 
734 
924 

1099 
1262 
1453 
1629 
1759 


l. 


28 
208 
393 
973 
748 
928 
1098 
1261 
1452 
1612 
1772 
1965 
2140 
2285 
2448 
2636 
2796 
2973 
3133 
3293 
3453 
3628 
3788 
3981 


In eine 


29 
219 
394 
>74 
749 
939 

1118 
1278 
1469 
1644 
1504 


Bretschneider, Zerlegung der Zahlen bis 4100 in Biquadrate. 


43 
2185 
413 
588 
763 
935 

1117 
1277 
1468 
1625 
1785 
1968 
2141 
2300 
2460 
2693 
2813 
2959 
3149 


3308 


3168 
3643 
3504 
3997 


Summe von 


44 
224 
414 
589 
764 
944 

1133 
1293 
1454 
1662 
1822 


58 
233 
428 
603 
7178 
957 
1132 
1292 
1483 
1643 
1803 
1951 
2156 
2315 
2475 
2669 
2829 
3004 
3164 
3324 
3183 
3661 
3521 
4012 


39 
234 
429 
604 
7719 
958 

1134 
1309 
1502 
1677 
1837 


werden die Zahlen: 


73 
253 
443 
618 
797 
973 

1148 
1305 
1488 
1661 
1521 
1996 
2172 
2316 
2495 
2684 
2544 
3008 
3180 
3328 
3488 
3677 
3837 
4028 


mindestens vzerzehn Biquadraten lassen sich zerlegen 


74 
254 
444 
619 
798 
974 

1149 
1324 
1504 
1678 
1552 


93 
268 
448 
637 
813 
988 

1163 
1323 
1501 
1676 
1836 
2012 
2188 
2332 
2509 
2685 
2859 
3019 
3197 
3310 
3300 
3693 
3552 
4044 


die Zahlen: 


94 
269 
459 
638 
814 
989 
1164 
1342 
1518 
1693 
1853 


108 

283 

458 

693 

828 
1003 
1168 
1341 
1517 
1692 
1551 
2028 
2205 
2347 
2525 
2700 
2560 
3037 
3213 
3397 
3517 
3108 
3568 
4048 


109 
28541 
464 
654 
829 
1004 
1179 
1358 
1533 
1709 
1569 


123 

298 

473 

668 

543 
1018 
1178 
1357 
1532 
1708 
1868 
2045 
2208 
2369 
2540 
2716 
2876 
3053 
3228 
3373 
3533 
3123 
3584 
4061 


124 
299 
474 
669 
514 
1019 
1154 
1373 
1549 
1724 
1856 


135 

313 

493 

683 

858 
1037 
1197 
1372 
1548 
1723 
1885 
2061 
2220 
2350 
2596 
2733 
2593 
3069 
3229 
3388 
3548 
3728 
3901 
4077 


139 
314 
494 
684 
859 
1038 
1198 
1389 
1564 
1742 
1902 


153 

333 

508 

688 

877 
1052 
1212 
1388 
1563 
1728 
1901 
2076 
2236 
2395 
2573 
2749 
2909 
3073 
3244 
34103 
3963 
3741 
3917 
4092 


154 
334 
309 
699 
878 
1054 
1213 
1404 
1582 
1744 
1917 


173 

348 

923 

695 

893 
1053 
1227 
1403 
1581 
1741 
1916 
2092 
2252 
2413 
2589 
2764 
2924 
3084 
3248 
3404 
3580 
3757 
3932 


174 
349 
924 
704 
894 
1069 
1229 
1422 
1598 
1757 
1933 


188 

363 

938 

717 

908 
1068 
1228 
1421 
1596 
1756 
1932 
2108 
2267 
2428 
2605 
2768 
2939 
3099 
3260 
3420 
3597 
3772 
3948 


159 
364 
539 
718 
909 
1084 
1244 
1438 
1613 
1773 
1949 








; 











1966 
2142 
2301 
2461 
2637 
2797 
2974 
3150 
3310 
3485 
3644 
3522 
3998 


XIV. 


15 
205 
350 
599 
7135 
925 

1100 
1263 
1454 
1630 
1790 
1953 
2158 
2318 
2480 
2671 
2846 
3021 
3182 
3359 
3520 
3695 
3855 





1. 


1982 
2157 
2317 
2464 
2654 
2814 
2990 
3169 
3325 
3501 
3662 
3835 
4013 


In eine 


30 


4046 








Bretschneider, Zerlegung der Zahlen bis A100 in Biquadrate. 


19541 
2173 
2333 
2176 
2670 
2830 
3005 
31S1 
334l 
3504 
3678 
3553 
4029 


1997 
2189 
2348 
2494 
2686 
2845 
3020 
3198 
3398 
3918 
3694 
3854 

1045 


2013 
2206 
2349 
2510 
2701 

2861 

3024 
3214 
3374 
3934 
3709 
38069 
4062 


2029 
2221 
2366 
2526 
2717 
2877 
3038 
3230 
3389 
3949 
3724 
3585 
4064 


2046 
2222 
2381 
2541 
2734 
2594 
3054 
3245 
3105 
3964 
3742 
3902 
4078 


2062 
2224 
2396 
2557 
2750 
2910 
3070 
3261 
3421 
3581 
3744 
3918 
4093 


2077 
2237 
2397 
2574 
2765 
2925 
3085 
3264 
3438 
3984 
37598 
3933 


2093 
2253 
2414 
2590 
2766 
2940 
3100 
3278 
3454 
3998 
3774 
3949 


2109 
22069 
2129 
2606 
2781 
2941 
3115 
3294 
3469 
3614 
3789 
3965 


2126 
2256 
2446 
2621 
27854 
2957 
3134 
3309 
3454 
3629 
3805 
3982 
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Summe von mindestens funfzehn Biquadraten lassen sich zerlegen 


45 
235 
415 
590 
765 
959 

1135 
1294 
1485 
1663 
1523 
2000 
2190 
2350 
2511 
2702 
2562 
3039 
3215 
3390 
3950 
37125 
3886 
4063 





60 
240 
430 
605 
780 
960 

1150 
1310 
1503 
1679 
1838 
2014 
2207 
2367 
2527 
2718 
2578 
3040 
3231 
3391 
3965 
3743 
3903 
4079 





U =]I 


> 
>35 
445 
620 
799 
975 
1165 
1325 
1519 
1694 
1854 
2030 
2223 
2352 
2542 
2735 
2895 
3055 
3246 
3406 
3966 
3759 
3919 
4080 


die Zahlen: 


95 
270 
460 
639 
815 
990 

1150 
1343 
1520 
1710 
1870 
2047 
2238 
2398 
2558 
2751 
2911 
3071 
3262 
31422 
3992 
3760 
3934 
4080 


110 

2855 

475 

655 

530 
1005 
1199 
1359 
1534 
1725 
1887 
2063 
2240 
2415 
2575 
2767 
2926 
3086 
3279 
3439 
3399 
3775 
3935 
4094 


125 
300 
450 
670 
845 
1020 
1200 
1374 
1550 


.1743 


1903 
2078 
2254 
2430 
2591 
2782 
2942 
3101 
3280 
3455 
3615 
3790 
3950 


140 

315 

495 

655 

60 
1039 
1214 
1390 
1565 
1758 
1918 
2094 
2270 
2447 
2607 
2798 
2958 
3119 
329) 
3470 
3630 
3806 
3966 


155 

33) 

>10 

700 

879 
1055 
1215 
1405 
1553 
1759 
1934 
2110 
2287 
2462 
2622 
2800 
2975 
3135 
33ll 
3456 
3645 
3823 
3983 


3502 
3663 
3839 
3999 


190 

365 

40 

720 

910 
1085 
1245 
1439 
1614 
1774 
1967 
2143 
2303 
2478 
2655 
2831 
3006 


. 3166 


3312 
3919 
3679 
3810 
4014 
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XV, In eine Summe von mindestens sechszehn Biquadraten lassen sich zerlegen 


die Zahlen: 


3l 46 61 76 111 126 141 156 191 206 221 236 
271 2856 301 316 351 366 3851 39 431 446 A6l 476 
496 511 526 541 556 591 606 621 671 686 701 736 
751 766 751 831 S46 561 911 926 941 976 991 1006 

1021 1071 1086 1101 1151 1166 1181 1216 1231 1246 1264 1295 
1311 1326 1375 1391 1406 1455 1471 1486 1535 1551 1566 1615 
1631 1646 1695 1711 1726 1775 1776 1791 1806 1839 1855 1871 
1919 1935 1951 1999 2015 2016 2031 2079 2095 2111 2159 2175 
2191 2239 2255 2256 2271 2258 2319 2335 2351 2383 2399 2431 
2463 2479 2496 2512 2528 2543 2559 2623 2639 2703 2719 2783 
2799 2863 2879 2927 2943 2959 3007 3023 3056 30857 3102 3103 
3167 3183 3247 3263 3296 3312 3327 3343 3407 3423 3471 3457 
3503 3536 3551 3567 3583 3631 3646 3647 3711 3726 3776 3791 
3507 3824 3871 3887 3951 3967 4015 4031 4047 4095 


XVI In eine Summe von mindestens siebenzehn Biquadraten können zerlegt 





werden die Zahlen: 


47 62 77 127 142 1597 207 22 237 28597 302 317 
367 382 397 47 462 47 527 542 557 607 622 687 


02 72 77 782 8497 8562 927 942 992 1007 1022 1087 
1102 1167 1182 1232 1247 1327 1407 14587 1567 1647 1727 1807 
2032 2272 2544 3552 3565 3727 3792 3808 


XVII. In eine Summe von nicht weniger als achtzehn Biquadraten lassen sich 


zerlegen die Zahlen: 


63 ss 13 23 23 285 303 318 383 398 463 478 
5313 55 63 705 78553 863 943 1008 1023 1103 1183 1248 


XVII. In eine Summe von nicht weniger als neunzehn Biquadraten lassen sich 
zerlegen die Zahlen: 


79159 239 319 399 379 559 


Demnach können innerhalb der ersten A100 Zahlen: 


2S in eine Summe von 2 Biquadraten zerlegt werden, 


v6) » » » » 3 » 
158 ) » ») » 4 » 
271 » » » 1) » 
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375 in eine Summe von 6 Biquadraten 
416 » » » » 7 » 
203» » Rn , 
353» » » » 9 » 
322 » » » » 10 » 
306 » » » » 11 » 
290 » » » » 12 » 
256 » » » » 13 » 
254» » » >» 14 » 
252 » » » » 15 » 
N 


6 » >» » » 17 » 
A» » > » 18 >» 
7 )) » )) » 19 » 


Gotha, ım Januar 1851. 
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2. 
De la propriete fondamentale du mouvement cy- 
cloidal, et de sa liaison avec le principe de la 
composition des mouvements de rotation autour 
d’axes parallels et d’axes qui se coupent. 


(Par Mr, Steichen, professeur ä l’ecole militaire de Bruxelles.) 


$.1. 


Dans la theorie des eycloides naturelles, rallongees ou raccourcies, on se 
borne ä demontrer que la ligne droite menee du point de contact du cercle mo- 
bile roulant sur une droite fixe, au point generateur de la courbe, est une normale 
äla courbe en ce point, Mais dans les applications de mecanique ce theoreme 
est insuffisant, et il convient d’y substituer un enonce plus general et plus com- 
plet quı revient a cecı: Tout mowvernent de roulement dun cercle sur une tan- 
gente ou sur un aufre cercle fixe nest autre chose qu un moucement de rota- 
tion instantene de tous les points du plan mobile autour du point de contact 
actuel des deux cereles qu’on considere. Une propriete analogue subsiste, pour 
le cas d’une courbe quelconque roulant sur une autre courbe; mais avant que de 
generaliser, et sans rechercher lanalogie de cet Enonce avec le theoreme de 
Mr. Chasles et Bobillier, concernant les deplacements virtuels des figures planes 
invariables dans leur plan, ıl importe avant tout de considerer les quelques cas 
particuliers du mouvement cycloidal et epieycloidal ou hypocycloidal; car on en 
verra decouler comme simple consequence toute la theorie de la composition et 
decomposition des rotatıons elementaires et des vitesses angulaıres autour daaxes 
parallels et concourants. 

$. 2. 

Soit (Fig. I.) a’ un point deerivant z/nierieur ou exferieur a une circonfe- 

rence de cercle de rayon oh= MR, h «etant le point de contact actuel avec une 


tangente fıxe horizontale. Pendant que cette circonference roule infiniment peu, 
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le point a‘ decerit un chemin de translation horizontal Rdy, egal A celui qui est 
parcouru par le centre (0), et un chemin de cireulation «#‘c‘, normal au rayon 
a’o, et egal a a'o.dp = a.dy. En prenant sur une horizontale en «‘, ä partır 
de ce point, une longueur a4‘ = R.dy, et achevant sur (a’b’, a’) \e parallelo- 
sramme a’c‘d‘b‘, on obtient par la diagonale ad‘ le chemin resultant en grandeur 
et en direction; c’est done aussı | element courbe en ce point, et la tangente ä la 
courbe. Or dans le triangle a’c'd‘ j ai: 
since’ ud et = ab: add = Rdop: ad. 
Dans le triangle oa'h on aura: 
sına’öz : sıno ah a'h: R. 


En cherchant la valeur de a’ d”, et remarquant que 


A 
cosb’ ac‘ = cosa'öz = — cosa’öh, on obtient: 
ad” = (0 + RP —2R.a’0.cosaoh) dp’ = a’h?.dy*. 
On conclut de la et des deux proportions precedentes: 
. A . A / . A . 
sınc ad’ : snb’a’c’ = sınoa’h: sına’öz, 
et comme dans celle-cı les consequents sont egaux, ıl en est de m&me des antece- 


dents; ce qui donnera: 
A A 
cad=oauah. 
e i . . A : A u ’ 
Puisque donc, en ajoutant a langle oa’h Tangle ha’c‘, on obtient un angle droit, 


ıl faut quon alt aussi: 


ka ce + eu d’ ou h “ d’ = MM" 
Il est manifeste ainsi que non seulement le chemin a’d‘ est normal a la droite 
ha‘; mais quen outre, a cause de: 
ad=ah.dy, 
le point a’ se meut pendant chaque instant de la merme manıere que sıl tour- 


[ [ ’ . de f M 
naıt autour du point de contact h, avec une eıtesse angulaıre =, egale a celle 


dont la roue tourne sur elle-meme, autour de son centre. 

Cette propriete donne lieu ä quelques remarques qui sont assez curieuses 
pour devoir etre mentionnees. 

Iiemarque I. Comme les deux chemins a‘b’ , a‘c‘ sont proportionnels 
aux rayon k’a, on peut egalement obtenir la direction de la tangente ä la courbe 
au point a‘, par le moyen d’un parallelogramme fini, ayant les deux cötes respec- 


tivement perpendiculaires atıx lignes hz,0oa‘, et proportionnels aux distances /, a. 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XLVI, Heft 1. 4 











26 2. sSteichen, du mouvement cycloidal, 


Cette propriet© pourrait @tre Enoncee aussi, sous la forme dun theor&me de geo- 
metrie elementaire, independarmment de toute notion infinitesimale. 
hiemarque II. En vertu de la propriet€ enoncee, lexpression de la force 


vive, dune roue de voiture par exemple, roulant sur un plan horizontal ou oblique, 


ul ’ u ’ ' . dp a 
s’obtient immediatement et l!’on voit que pour une vitesse angulaıre 14: elle doit 


avoir une force vive representee par: 


(7). fi a”. dm, 


ce qui dquivaut au carre de la vitesse angulaire, multiplie par le moment diiner- 
tie de la roue, pris par rapport a son aröte de contact avec le plan d’appuı. 


En general, un corps solide quelconque etant anime d’une vitesse angulaire 


dgy ’ ET er . ; . 
7; autour d’un axe (0,0%) ıinterieur ou exterieur, et d’une vitesse de translation 
rectiligne dirigee dans un plan perpendiculaire ä l’axe (0,0°), sı dans ce plan et 


. x , , ° . ps de 
concentriquement a l’axe (0,0°) on decrit une circonference de rayon z ei, 


et quon Ju mene en 7’ une tangente parallele a 77, le corps est dans le m@me 


. ) dy\? . 
cas que s’il tournait autour du point de contact 7), et sa force vive sera 1) x K, 


K marquant le moment dinertie du solide par rapport ä un axe en 7, parallele ä 


l'axe de rotation (0 0°); et ce-cı est vrai pour chaque instant du mouvement, alors 


R ös ,„dg ' . 
m&me que les quantites 7, Tr changent de valeurs et de directions, pourvu que 


la vitesse de transport ne cesse pas de rester a angle droit avec l’axe (00°). On 
concoit du reste aisement ce qui aurait hieu pour le cas plus general ol F croi- 
serait cet axe sous un angle quelconque. 

hemarque III. Avant que de poursuivre l’objet immediat des recherches 
que nous avons en vie, nous croyons devoir exposer quelques considerations geo- 
metrico - mecaniques, concernant la roue de voiture, lesquelles fournissent la so- 
lution de quelques parties de la question proposee dans le journal de Mr. Crelle. 
(Voir la 4°" Iivraison du tome 40.) Dfailleurs c’est cette question d’abord, et en- 
suite la belle experience de Mr. Foucault qui ont ramene notre attention sur la 


theorie fondamentale de la rotatıon. 


$. 3. 
En designant par ® labscısse horizontale et par y l’ordonnee verticale d un 


point quelconque de la cycloide rallongee ou raccourcie, l'origine des coordon- 


ndes etant au point de contact initial de la roue avec le sol, on obtient; 





ae ni 
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x=R.y—asnyg ,„ y=R-—.a.cosy. 
Ainsı nommant u la vitesse totale du point deerivant, de masse dm, apres un 
, dx’ +-dy? 
temps 2 du mouvement, on aura, ä cause de = de > 


‚2 


v= (Rh? +a®—2aR cos pP) 2 . 


La force vive de la roue a parconsequent la valeur 


q dp 
=) fr + a) dm—2(CF) Sr. a.cosp.dm.....(a), 


et comme acosg=R—y, ona: 
Jacsydm=M.h—/[ydm=VQ, 
M designant la masse entiere de la roue. La force vive se reduit donc simplement 


dp\? PR. ' 
aM.R?. (7 +77 a’dm; et cette expression conduit ä un Enonce con- 
o 


forme ä un theoreme general de la mecanıque rationnelle. Mais en reprenant 


l’expression (a), et considerant que dans ho a‘ .-..(Fig.1) on a K?+a’—2all cosp 


do 
—= ah", on sapergoit aussi quelle se reduit & Fr). a’ h?.dm, conformement 


a ce qui a elE reconnu immediatement dans la Aemarque Il. Concevons apres 
cela dans la roue deux points mat£riels (p‘, 77‘) equidistants du centre (0), mais 
diametralement opposes; de sorte qu’apres un temps Z du roulement, le premier 
point aura deerit un arc rallonge ou raccourci correspondant a un angle au cen- 
tre p, tandisque le point //* correspondra a un angle g-++ 180°; ainsi la vitesse 
du premier point p‘ 7 
zu = =) (R+a—2aRcosy), 

la vitesse contemporaine u‘ B 2 a la valeur 

wu -.y R+a+2akcosg). 


On voit donc que ie u de ces deux vitesses, correspondante ä langle cen- 
tral 9+180° est toujours plus grande que celle quı correspond a l’angle central 
aigu; et que chacune d’elle varie avec le temps, alors m@me que la vitesse angu- 
laire de la roue est constante. De lä resultent parconsequent des reactions d’iner- 
tie tangentielles qu’il faudra combiner avec les forces centrifuges ou les reactions 
dinertie centrales, afın d’en deduire la reaction elementaire resultante, et par lin- 
tegration la resultante finie des forces qui pendant un instant quelconque agissent 
sur les divers points materiels de la roue. En designant par dR;,dR,, les com- 
posantes paralleles aux axes coordonnds des reactions dinertie de la molecule dm, 


du point p‘, on trouve, apres les reductions faites: 


A* 
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ee don? Ku . d?y 
dR,=—\7, ) .a.dm.sng — (R— acosy)dm. 7) 
Pr 2 
2 | (F 
dh, = —(7, .a,dm.cosp a,.sınp. dm. 33 
De la on conclut aisement les composantes analogues dh’, ,„ dH', -... du 


point 11; et en nommant A la somme A,—+ R’,, et y la somme R, + .K‘,, on 


en deduit: 
d’y 
dt? 


Aınsi, conformement au principe general, demontre dans mon memoire sur le 


Tb | X=—M.R( 


mouvement naissant des corps, la reaction d’inertie totale se fait de la m&me ma- 
niere, «que sı la masse entiere etait condensee au centre d'inertie de la roue, et quiil 
ny etit acceleration de vitesse que dans le mouvement de transport de ce centre. 
Eu egard a la forme analytique de dR,, dR,, on trouverait aisement ce 

ı doı ir di le cas d | ne d la mas > | 
qui doit avoır lieu pour le cas d une reue non-homogene dans la masse. Pour le 
cas de I'homogeneite de masse, et dune vitesse angulaıre constante on aura 


d’« a2 u. i ; .; h 
2 —=0, prtattX\=0,Y=Wäla fois, et la reaction dinertie centrale est 


par consequent nulle. 


$. 4. 
Sı lon considere que l’element courbe ds, rallonge ou raccourcı, ala valeur: 


ad' = a’'h.dy, on obtient immediatement: 


| AR f 
ds—=ah.dg=Yy(K’+a’—2a Reosp.)dp=2%(R-+a)dy.| (1- 3 .cos”; $) 


; Da ’ 4 4Ra r i 
Sı donc on pose g = 1850’—24, ou = V’—;Y , (Rra? > ec”, que l’on fasse 


commencer larc s avec langley, et que lon remarque que pur g=0,A=W, 
on obtient: 


a2 „900 BR 
s=-2(hra lan. (1-c’sın?7.)=2(A-+a) fan (1-c’sın?7-2) (Ita) fu. (1-e’sin?)). 
u) .o vo 

Concevons une ellipse (Fig.4) ayant Aa pour demi-grand axe, =(h—a) 
pour demi-petit axe, selon que R—a> ou “0, et partant (R-+a)c, ou 
2.) (Rt.a) pour distance du foyer au centre. Sur le grand-axe comme diametre, 
deerivons une eirconference de cercle, et tirons sous un angle 3 avec le grand 
axe CA, un rayon Cp ä cette circonference. En abaissant de p une perpendicu- 


laire p P sur CA et qui coupe lellipse aux deux points 4, «’‘, on aura un are 


dellipse «Au ou 2uA qui est egal A larc de cycloide raccourcie ou rallongee 
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qui correspond a un angle au centre 9. Il est digne de remarque que la rectifi- 
cation de l’une de ces courbes se reduise d’une facon si simple ä celle de lP’autre. 
Concevons deux circonferences de cercle, de rayons ft, A’, respective- 
ment; et dans le plan de chacune deelles un point generateur situe & la meme di- 
stance du centre de son cercle: la longueur s de larc courbe deerit par le point 
generateur p du cercle (Fr) sera: 
s=2(h-+a).|KE(c) — E(c;})], 
tandis que laxe deerit par le point generateur p‘ de (A) aura la valeur 
s=2(h’+a)[k (ce) — E(ec‘, ))], 
et les deux arcs ayant la m@eme origine et correspondants au meme angle varıable 
, = W—!g, seront entreux comme les distances A+a , R-+a, pourvu 


que les constantes c, c‘ soient egales, ce qui donne la condition: 


R_ (R+a” 
KT 


Ainsi le point generateur p, etant situd a l’exterieur du cercle Ai, ce qui suppose 


ou a=\y(R.R’). 


RK‘, il faut que le point p‘ soit situe a [interieur de (A), et que la distance 
de chacun au centre de son cercle correspondant, soit une moyenne proportion- 
nelle aux deux rayons: des lors les arcs courbes d@crits dans un m&me intervalle 


angulaire g, sont entreux dans le rapport d A+uäa K’+a ou de YR:y.k“. 


$. 5. 


Un theor&me analogue a celui enonce A la fin du ($. 2) subsiste pour les 
epieycloides planes et les hypocycloides rallongees et raccourcies. En effet consi- 
derons, pour fıxer les idees, le cas dun cercle (#?‘) de rayon C’T, exterieuremen! 
tangent a un cercle fixe (A) de rayon CT’ = R, sur lequel il doive rouler. Soit 
(Fig. 2) Mrl’element d’epieycloide decrit par le point M, place ä une distance du 
centre C’ egal ä la longueur constante CM = a. En nommant dy la rotation 
momentanee du centre C* autour de (', pendant que (A‘) tourne sur lui-meme 
d’un angle dy‘, on a d’abord AYdy' = Rdy; et rien n’empäche de considerer le 
chemin Mr comme resultant des deux chemins partiels simultanes on successifs 
My=CM.dy, Mp=C'M.dy' = a. dy‘, deerits autour des deux centres €, (* 
respectivement. Le triangle //Mg donne en vertu de la relation qui lie dyp’ adıy: 

sin Mg : sin (pMg— My) =C'M.RK:CM.FR. 
Mais les triangles CM T , C‘MT donnent de leur cöte: 
A 


sin TMC : sn TM=R: CM 
sın CTM: sın CM T=C'M:k 
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partant sin TMC: sin TMC = C'M.R:CM.R 
ou bien: sin TMC: sin (CMC — TMC) = sinZIM, : sın (PMy— IM), 


[7 . A v Y ’ 
et comme par suite de la construction les deux angles pMg ; CMC‘ sont egaux, 


ıl faut pour que cette proportion subsiste, que lon ait: 
TMC= NMg: 
A A A A A 
partant TMUI=CMU+-CMT=CMHT+-UMg = W. 


Il est done deimontre ainsı que la normale a la courbe raccuurcie ou rallongee 
passe par le point de contact actuel du cercle mobile avec le cercle fixe qui sert 
de base. 

Hemarqgue. 1 nous a paru d’autant plus necessaire d’exposer celte de- 
monstration, que de certains auteurs commettent une erreur relativement ä la di- 
rection de la normale ä la courbe rallongee et raccourcie. Apres avoir demontre 
le cas pour l’epicycloide naturelle, ils admettent, en effet par une espece d’analo- 
gie peu fondee, que dans le cas general, Ja normale passe par le point de rencon- 
tre X de la circonference (a) avec la ligne CC‘ des centres; ce qui est une erreur 
provenant dun defaut d’examen attentif de la question. 

$. 6. 

Soit 4 le point de rencontre de C’M avec la circonference (R‘). Sı l’on 
mene de ce point au point de contact Tune droite «7 que Fon prolonge jusqu’ä 
sa rencontre avec la circonference (A) au point S, on obtient un rayon CS, 
parallele a CM. En tirant ensuite MT, prolonge jusqu’a sa rencontre avec CS 
au point OÖ, et par o la droite o%k parallele ä CM, on forme le parallelogramme 
fınnı OUMK:; et cette construction donne: 

k:R=TM:TO=(C'M:CO, 
de sorte que CO est une quatrieme proportionnelle aux trois lignes A, R, CM. 
Mais eu egard ä la relation de dy‘ avec dp, on deduit du triangle differentiel 


M1 q: 


MIP = (CP. 7,+ CM+2CM.CM.7, cosCMC') 4}; 


— (C9®+CM—2CM.CO.cos OCM)dy? = OM. dig}. 
partant MIT = OM.dy. 
Mais en designant pour un instant par dy langle MT, ou Ja quantite 
dont le point M tourne momentandment autour du point de contact 7’, on doit 


faire aussi: 
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oz 


MI= MT.dy; 
ce qui donne: 


u A 7-45 ‚ dy:dg=MO;MT, 


et comme la construction etablie fournit immediatement la proportion 
MO:MT=R+KR:KR, 
il en resulte egalement: dy=dy= R+-KkRt: k = dy+dy':dy, 
‚ 
partant dy= dy+dy' = et do= ” _ dy‘. 

Ainsi, quelle que soit la position du point decrivant M sur le plan du 
cercle mobile, sa rotation resultante est la m@me, et elle vaut la somme des rota- 
tions partielles surnultandes ou successives autour des deux centres ou pöles CC“. 
Pour le cas de !’hypocycloide rallongee ou raccourcie, on trouyerait: 

dy=dy+dy' = ne dg= ou .dy. 

En effet, quand on fait rouler le cercle (Fi) sur le cercle (A), (Fig. 3) 
dun arce TT’= Kdy, le resultat du deplacement de chaque point M est le 
m£me que sı l’on faisaıt dabord tourner (A’) autour du centre de (R) d’un angle 
dy, ce qui amene le point 7’ de (A‘) au point 7’ de (Ai), et qu'on fit tourner 
ensuite (/3‘) sur son propre centre d’un angle dp‘ donne par la condition: 

R’dy' = hRdy. 
Car on doit supposer icı dp’, dp de signes contraires, parceque si la rotation dy 
a lieu par exemple de droite a gauche pour l’observateur fictif ayant loeil sur un 
axe normal en (C) au plan commun, ıl faut faire tourner le cercle (#’) de gauche 
a droite sur lui-meme, et dun arc Ardy‘= T'9‘ pour amener le point 9° de (R‘) 
sur 7° de (fi), c’est-a-dire pour produire le deplacement total qui resulte du 
roulement instantane de (A‘) sur (AR). 

De plus, comme il est deja demontre generalement que la ligne ZM est 
normale A M II, on peut prendre encore 

MNI=MT.dy. 
Mais en prolongeant T'M jusquä sa cencontre s avec (A), on peut remar- 
quer encore que les arcs Z’M, T'S, renfermant les m@mes nombres de degres, les 
rayons CS, CM sont parallele. En prenant done Mk = Cs, on forme encore 


le parallelogramme finnı COM KS; et comme on a maintenant 


MIT = Mp®+ Mg — 2 Mp.Mg.coseMC, 


pourvu que l’on considere seulement Mp comme quantite absoltie, on trouvera 


ENCOre: 
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MI =—MSs. do, 
et parsuite Ja nouvelle valeur de dy @noncee ci-dessus. De la il est permis de 
conclure les proprietes suivantes: 

1) Quand un cercle roule infiniment peu sur un cercle fixe, ce mouvement de 
roulement est l’equivalent de deux mouvements de rotation successif ou si- 
multanes autour des centres des deux cercles, et les valeurs de ces rotations 
sont inversement proportionnels aux rayons des cercles; 

2) Quand un corps invariable de figure, est anim€ de deux mouvements de ro- 
tation autour d’axes paralleles (C, C*), il se meut de la m&me maniere que 
sil n’avait qu’un mouvement de rotation unique autour d’un axe parallele ä 
ceux-la. Pour obtenir la position de cet axe, il faut diviser la distance des 
axes ou pöles partiels en parties inversement proportionnelles aux viteses 
angulaires partielles. La vitesse angulaire resultante, ou la rotation resul- 


tante, est egale a la somme algebrique des viteses ou rotations partielles. 


$. 7. 

L’analogie signalee plus haut pour la rectification de larc de cycloide 
rallongee et raccourcie, se maintient dans le cas actuel pour l'arc courbe decrit 
par un point exterieur ou interieur a la circonference du cercle mobile. En effet, 
puisque l’on a (Fig.4) ds=MIT, ou ds=MT.dy, et que le triangle7’C' M donne 

TM’= a’+ R?— 2aRcosy‘, ıl vient: 


— R#R Ip‘ {n? R* ‘ 7 
ds = —g7 dy‘.yY(a’+ RK” — 2a h’cosy), 
il 2. 
et sı lon prend 9 = 77°, c’, on aura: 
R+=R 2 a RE 
ds—=— R } (a+ R’).dr.y(l—ec? sın?\) 
RER 
d’ou s= ( R ). are u Au. (Fız. 4). 


Les demi-axes de lellipse sont encore a+ #, et &(a— #‘), selon que 
a— R'>ou<0. On peut dire encore que laxe d’epieycloide raccourcie ou 
rallongee, etant reduit au prealable dans le rapport d ka R= KR’, equivaut au 
double de l’arc d’ellipse commengant au sommet dugrand arc, et termine au point 


dont les coordonnees sont @+ R’.cos3p' ,„ a—Kk‘.siny!y‘. 
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S.8. 
Epieycloide spherique, naturelle, rallongde et raccourcıe. 

Comme la consideration du mouvement eycloidal dans un plan, combinde 
avec la loı primordiale de la composition des mouvements, conduit par une voie 
simple et naturelle ä la composition des rotalions autour d’axes paralleles, et ä sa 
reciproque, on est necessairement amend ä rechercher lorigine du principe de 
la composition des mouvements de rotation autour de deux axes qui se coupent, 
dans le mouvement de roulement d’un cöne sur un cöne fixe. C'est ce qui nous 
oblige de reprendre par quelques notions geometriques, ä la verite fort simples 
et möme un peu rebattues; mais la marche que nous croyons devoir suivre, se 
justifiera par les resultats m@mes auxquels nous parviendrons. 

Supposons qun cercle mobile (#i‘) roule sur Ja circonference d’un cercle 
fixe (Ft) dapres la condition que langle A qui mesure Vinchnaison de leurs plans 
reste constant. La ligue courbe decrite par un point quelconque dıı plan mobile 
sera generalement celle quon peut nommer epicycloide raccourcıie ou rallongee, 
selon que le point deerivant est a une distance a du centre mobile, plus grande 
ou plus petite que le rayon /t“. Dans tous les cas la courbe ainsi decrite est sphe- 
rique, c’est-a-dire quelle a tous ses points egalement eloignes dun meme point 
fixe de lespace. 

Soient (Fig. 5) C , C’ les centres des deux cercles, A, A leurs rayons; 
aux centres @elevons aux plans des cercles des perpendiculaires CA, CK qui 
se couperont en un point A. En nommant en effet T le point de contact ac- 
tuel de (A)(A), et tirant les diametres TCB , TC’B‘, on determine dans l'es- 
pace un plan B’T'B normal a 99’, tangente commune aux deux cercles, et 
ligne d’intersection de leurs plans; ce qui fait que C7C'= A mesure leur in- 
clinaison mutuelle. Or en elevant dans le plan CT’C’ ainsı determine, une droite 
pependiculaire ä 7’C, elle croisera #9’ sous un angle droit, puisque celle-cı est 
normale au plan C Z’C‘. Cette droite est parconsequent normale en C au plan 
de (A), et se trouve parsuite identique avec laxe CR du cöne droit ayant (A) 
pour cercle de base. On verrait de m@me que la perpendieulaire elevee en (C') 
ä CT coincide avec laxe CK du cöne droit ayant (Fr‘) pour cercle de base; 
ainsi ces deux axes se trouvent dans le meme plan (‘TC et se coupent par con- 
sequent en un point K, centre du cercle passant par B, T, B. 

Si l’on prend Ä pour sommet commun de deux cönes droits de bases 
(R,R‘) et ayant une tangente commune KT, et quoon fasse rouler le cöne (C’ÄK) 


sur le cöne fire (CK), ehaque point du plan (A‘) decrit encore la courbe delfı- 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd, XLVI, Heft 1. > 








34 2, sSteichen, du mouvement ceycloidal. 


nie plus haut, puisque dans ce mouvement le plan de (A) ne cessera pas de se 


mouvoir d’apres la condition prescrite. 


$. 9. 


Etant donnes les rayons des cercles AR, FR‘, et langle A de leurs plans: 
determiner les hauteurs A, FH* des deux cönes correspondants, et la longueur 
KT= IL de leur generatrice commune. On trouve aisement (Fig. 6.): 

H.snmA= R—RcosA ,„ H.sn A= R—R'coA; 
L.sm A=Y(R+Rh”—2RR‘. cos A). 

De la valeur de #4’ on conclut aisement, dans !hypothese de A’ < R que 
cette hauteur est toujours positive quel que soit A; mais que la hauteur A est 
positive pour les valeurs de A comprises centre 180° et A‘, A‘ etant donne par 
la condition cos A= ft: R, que H=0 pour A= A, ce qui fait degenerer 
le cöne fixe en un plan; et que // devient negatıf pour les valeurs de A com- 
prises entre A’ et 0". Dans Ihypothese de A’ >R, la hauteur 77 est toujours po- 
sitive; mais celle ZI’ est positive entre les limites 150° et A“ de A, A“ etant donne 
par la condition cos 4A” = R:R'; elle est nulle pour A= A“, et negative pour 
A< A" et>0. Les limites A= 0, et 150° peuvent Ötre exclues, comme pre- 
sentant des cas deja examines. 

Dans le cas de 4, H' positifs a la fois, les deux cercles ou cönes sont ex- 
terieurement tangents l’un ä l’autre, et les courbes decrites seront exterieures ou 
raccourcies. 

Dans celui de A’ positif et de Fl negativ, le sommet K tombe au dessous 
du plan de (R), et le cöne mobile roulera a l’interieur du cöne fixe; ou bien le 
cercle mobile (R‘)—(R) tournera ä linterieur d’un cercle fixe plus grand. Dans 
le cas de '>R, de MH’ negatıf et de A positif, les deux cercles se touchent aussi 
interieurement; mais c'est le cöne le plus ouvert qui roulera sur Vautre. 

Les cas de A= Ä’et de A = 4“, sont aussi tres differents lun de l’autre. 
Quand A= A’ cest un cöne mobile quı roule sur un plan fixe; et quand A=. ai 
cest au contraire un plan circulaire tangent au cöne qui roulera autour de celui-cı. 

On peut faire remarquer encore quen nommant M le point decrivant, sı- 
tue dans le plan du cercle mobile (At), et tirant la droite <M=D), on forme un 
triangle AMC’ qui dans son mouvement conserve les deux cötes K(*, MC de 


l'angle droit constants; ce qui fait que la courbe du point se trouve en effet sur 


une sphere de centre K et d’un rayon D qui a la valeur 


D=Y (a. sın®4+(R— R’cos 4‘): sin A. 











PN 
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Seulement cette sphere est plus grande ou plus petite que celle sur laquelle est 
tracce l’epicycloide naturelle, selon que a > ou < KR‘, cest-ä-dire selon que la 
courbe est raccourcie ou rallongee. 

Pour mieux fıxer les idees nous raisonnerons dans ce qui suit, dans la sup- 


position de a>h, et d’un angle A obtus, ou du moins de H, HH positifs ä la fois. 


Ss. 10. 

On suppose que le cöne mobile aıt roule sur le cöne fıxe d’une quantite 
qui correspond a un angle de rotation p autour de l’axe fixe CR; ce qui exige que 
la circonference (Fi) ait deroule sur la eirconference (FA) un arc Ky'—= R.y, 
ou que le cöne mobile ait tourne sur son axe (*Ä d’un angle g. On demande de 
determiner la position actuelle du point deerivant et ses distances aux axes CÄ, 
CK etälarete de contact TK, dans U'hypothese qua lorigine du mouvement, 
il se soit trouv& sur le rayon prolonge C* OÖ, mene de C* au point d’attouchement 
de (#i’) avec (A). 

Soit O (Fig. 6) ce dernier point. Par le centre € tirons sous un angle 
avec CO une droite CT), ce qui determine 7'; par T menons TC’ B' et sur la 
circonference (AR) prenons dans un sens convenable un arc Ay‘ ou Tu Egal ä 
arceOT= hy. En prenant sur le rayon Ca prolonge une longueur !M= a, 
on obtient la position du point M: de plus la distance normale MC ctant con- 
stamment la meme, il reste ä determiner les perpendiculaires abaissces de M sur 
les axes CK, TK, savoir MX , MF. Or en tirant dans le plan (/?“) une droite 
MY normale ä la droite TC’ B‘, on obtient dabord (Fig. 6.) 

MVY?’=MV°’+TV°’= asin’y' + (I — acosy‘)” , 
et comme le plan C’KCT ne cesse pas dötre a angle droit avec le plan ’C’M 
qui est entraine avec M autour de CK, on aura aussi: 


A . ae Ei ?2 
MF=MT.suN T’K=MTy(l—co®’MTC.sn’CKT)=MT. 7 (1-sin?!g‘ hi h 


pour ÄT=L; ce qui donne: 
| R” 

MF + Y(d+ R®—2aR'cosy)). (1 u: sin!) i 
Pour construire la distance MA ä l’axe CÄ, on n’a plus quä abaisser du point 
V une perpendiculaire 7X sur CK, et joindre les points MX; et comme on 
a (Fig. 6): 
MV =a.ng , VX=C'L'—-VC'.csA= kR—hR’cosA+acosy‘. cos, 
on obtient: 

MX=Y(a’.sn’p+(R + acosyp‘ — Kcos A)). 


>* 
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On trouverait aussi aisement les coordonnees rectangles du point M, rapporte 
d’abord aux axes TC ,CK et ä une normale en Cau plan ACT); et pour les 
avoir par rapport ä trois axes fiıxes ä la fois, on n’aurait plus qu’a passer decelles- 
la aux axes CO, CK etä une normale au plan de ceux-cı. 


g.11. 


Pendant que le cöne mobile roule infiniment peu sur le cöne fıxe, Taxe 
CK avec tout ce quil entraine, tourne autour de CÄ d’un angle dy, tandis que 
le point mobile M decrit en m@me temps sur laxe (”ÄX un angle dy’ et un arc 


ady‘. Aınsi, en figurant par Mp , Mg les chemins partiels du point M autour 


des axes CK , CK, et diriges suivant les tangentes en M aux circonferences 


(MC/) (MA), on aura (Fig. 7.): 
MHp=a.dyp ,„ Mg=MX.dpg=MX. = .dp, 


Il sagit de trouver la direction et la grandenr du chemin resultant unique 
MI Jiagonale du parallelogramme elementaire construit sur (Mp, Mg). On peut 
faire observer d’abord que la premiere Mp etant dirigee suivant la tangente A la 
circonference (MC), la droite XÄM est a angle droit avec Mp, partant que la 
droite M p, normaleaä MX, MC‘, lest parconsequent aussı au plan AM C. 
De möme la droite Mg est normale au plan AMCA; de plus les trois points 
K,M,T determinent un plan intermediaire AMT dont la position doit ätre liee 
ä la direction du chemin resultant MIT. 


D’abord le triangle Mp I donne: 


 ; ; A A j A 
Mp:Mg oua:MA.% = sung Mp — OMp): sn IIMp; 


A 
ou bien, en remarquant que langle 3 M p mesure l’inclinaison des deux plans 


KMC, KMGC: 


a: MX. = — sın („—II Mp) sin nMp ’ 


Mais en concevant autour du centre Ä une sphere de rayon1, on voit que 


les trois plans dont il s’agit, la coupent suivant des arcs de grand cere X Y, 


A A | 
YZ , Yu qui mesurent les angls MAC, MKC , MKT, etl’arc xz, 
troisitme cote du triangle spherique xyz, mesure langle C’XC; de plus l’angle 


spherique en y est egal a linclination diedre 7. Or la figure spherique donne: 
A A 
sinuz:sinuy = sinzyu:sinz, 


A 
sın uy.sın UX ZZ ST: sıınXcYyu, 
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donc sinuz: sinux = sinx.sinzyu: sinz. sinxyu 
— sinzy.sinzyu :sina' y.sin wyu 


A 
sinM KC‘.sinzyu: sin MKC. sin@yu 


A 
a.sınzyu:M A.sın(n—zyu), 
R R 


et puisqu’on a sinuz = jr; mu=ın, il vient: 


hr A 
R: R= a.sinzyu: MX.sin (n—zyu). 
En combinant convenablement cette proportion avec la premiere, on obtient 


cette aulre: 
. A “ A . 4 > 4 
sin (9 — IIM p) sin : IMp = sin (n — zyu) : sinzyu, 


et celle-ci demontre que langle zyw qui mesure l’inclinaison du plan KMT sur 
le plan XMC, est egal a langle de MH avec Mp. Puisque done cette derniere 
ligne est normale au plan ÄMCY, ıl faut que MIT, deja perpendiculaire a linter- 
section X M' (puisquil se trouve dans le plan yM p), soit de son cöte normal au 
plan XMT. 

Nous voila donc parvenu & cette propriete que nous ne sachions pas en- 
core avoir et€ etablie nı demontree d'une manicre generale: 

Quand une cöne roule sur un autre cöne fixe, un point quelconque, 
incariablement li€E au cöne mobile, et partant entraind avec lu, deerit 
pendant chaque instant un chemin eirtuel, normal au plan que deter- 
minent la position actuelle du point mobile et lardte de contact actuelle 


des deux cönes, 
$. 12. 


Puisquiil est reconnu ainsı, que le mouvement resultant et momentane du 
point generateur se fait normalement au plan MKT', on peut admettre, du moins 
pour ce point, quiil tourne autour de laxe instantane AT, et faire en consc- 
quence: 

MI = MF.dx\; 
dx marquant langle de rotation correspondant. Mais on a d’un autre cote: 
M®—= da’.dp”+ MX?’.dyp+ 2a.MX.cosy.dyp.dy‘ 
R: | lpesh 
ou MF*.d? = (a 7» + MA°’-+2a.. MX.cos r) dp? . 


En posant donc pour abreger les reductions: 








35 2. Steichen, du mouvement eycloidal. 


A 4 
warn u u u u “ ‘ BR 2 
z, Y 2. 7 R UuYy L 7 , uyz gun 7 , [7 + 7 — 7 s 


CKT=a, CH =, KCz0o+ru, 


on obtient, eu egard ä la proportion du ($. 11): 


R sin„” sine sinn” 
MX — Up. .: = MA, 3 / 
R sin, sine * sinn’ ’ 
sin «? sin? »/ sind 
7 aD) „2 D) Ä d 
artant MF?.dR = a. ‚(1 -— 72 ) 06 
[ . sin«?’ F sin? 7 +2cosn. sin? di‘ 


et parsuile, en vertu den =n—r: 


MF.dı=a Eee 


f 


sin«@\ sin 
) m: ä g 


sin« 
En substituant pour MF la valeur J) sın.uy, et pour a celle D.sinyz, on a: 
sin« R 


S ‚sinn. dA = -<—.sinyz.sin? ) 
ınuy.sınn‘.d sin sinyz.sınn.dg. 


La figure spherique @yz donne diailleurs: 
sın yz.sin = sını.sinxz = sınx.sin(«+ «a‘), 
sinuy. sinn sin.« 


- Ad =- 


sin sin « 





d’ot resulte: 


.sin(ata).dy, 


et comme on a aussi: 


sinuy . sinn 


sın ge °® sın uy — sın 7 : SINUX ou sın a = u * = u 


on obtient finalement: 


sine sin« 

On voit par la que quelle que soit Ja position du point decrivant, invaria- 
blement lie au cöne mobile, sa rotatıon ıinstantanee autour de l’arcte de contact 
avec le cöne fixe, reste Ja m&me, et quelle depend uniquement de chaque rotation 
partielle et des deux ouvertures angulaires des cönes. De plus, la loı de larotation 
resultante en fonction des rotations partielles et des angles de leurs axes et de 
ceux quils forment avec laxe resultant, est absolument la möme que celle de la 
composition de deux forces a directions concourantes. 

L’axe resultant X 7 divise en effet langle total «a +a‘ = 180° — A des 
deux axes AC,KC en deux parties angulaires dont les sinus sont inversement 


aux vilesses ou rotations angulaires partielles, censces donnees; car on a: 


\ ö dy' dy 
sına:sına' = R: Rh’ =: = — dy‘':dy. 


Ensuite la vitesse angulaire resultante est A la vitesse angulaire autour du pre- 


mier axe partiel, comme le sinus de langle entre les deux axes partiels est au si- 


nus de langle de laxe resultant avec le second axe partiel. 








EEE 
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Autrement dit: La diagonale du parallelogramme construit sur les deux 
axes partiels sur lesquels on prend des longueurs egales aux vitesses angulaires 
correspondantes, represente par sa longueur la vitesse angulaıre resultante, et par 
sa direction celle de l'axe resultant. 

En concevant d’apres cela qu’on fasse tourner un corps solide successive- 
ment ou simultanement autour de rn axes KÜ,, KÜ,, KC, ..... K,C , avec de vi- 
tesses angulaires 2, 2,, 23 -.... 2,, tout ce passe de la m@me manıiere, quant au 
resultat du deplacement final produit, que si le solide tournait instantanement 
autour dun axe unique en K d'une certaine direction KM, et avec une certaine 
vitesse angulaire 2. 

Quant a la direction A,M, on l'obtient en portant sur KXC, une lon- 
gueur KG, = 2, sur KC, une longueur KC, = 2,, ... sur KC, une longueur 
KC,= 2,, et tirant par ÄK au centre M, des moyennes distances des n extremi- 
a C, une droite indefinie qui marquera la position de laxe resultant, 
la vitesse angulaire resultante 2 sera representee par n fois la distance du point A 
au centre M,:2@2 = n.KM,, et la rotation instantanee resultante sera n. KM,.dt, 


autour de laxe XM,. 
$. 13. 


(Quant ä la valeur du chemin absolu Js—= Mr = MF.dx\, ıl convient 


de s’y arr@ter un instant, eu egard ä ce qui a lieu pour le cas des cycloides planes. 


Or les valeurs de MF($. 10) et de dA ($. 12) donneront immediatement: 
sin(@ + «) 





ds =, dy.Vl(a’+ R?—2aRt cos y')(1— sin ’a‘.sin?,$N)] - 
2aR a at aa 
ou en prenant: a?+ Rp” = p" ‚;:ınmnamgq: 
ds sin.« 





V(a’ + R?) sin(@ + c) — dgy‘.y IA—pfeosy) Al g’+g’cosgy‘)] . 


Multipliant et divisant le second membre par la quantite radicale, et prenant 
tang;p = x, on voit bien que la recherche de s est reduite aux trois fonctions 
elliptiques ä les fois. Mais il doit y avoir une marche de transformation plus sim- 
ple, et de certains cas particuliers encore etendus ot cette reduction se ramene A 
lune seulement de ces fonctions 

Dans le cas tout special de l’epiceycloide naturelle, on a, en prenant 
sinzp' = asına’ — Fr 


ds Ss ER 
ia = dor.sinigy.-9°. sig) = 2e.de V( 7: ) 














40 2. Steichen, du mouvement cycloidal, 


et 
51 / 2 12 ,2\2 
E me —Const— (1a). Y Ag") +( - 2 ) Log.’ a ur 
Cette rectification se trouve effectude aussi dans louvrage de Mr. Eytelwein. 
(Statik fester Körper. Tome II). 
Pour le cas de A= 180, la transformation qui substitue sina, sina‘, 


aux quantites Fi, AV, devient illusoire puisqualorssa=0, a«—=0. Pour le 
4aR 


[7 4 f [3 
= = sın'a’‘, on obtient: 
(a+R)? 


cas de 


ds sin« Jo Vl us Aue 
a+R sind p.YC— sın! a’. sin'3y‘). 


$. 14. 


Tout mouvement virtuel de roulement d’une courbe plane sur une autre 
courbe plane, nest autre quune rotatıon instantanee des divers points du plan 
de Ja premiere courbe, autour de son point de contact actuel avec la seconde 
courbe. Tout se passe en elfet de la m@me maniere que si les cercles oscula- 
teurs des deux courbes, relatils ä ce point de contact, roulaient infiniment peu 
Yun sur l’autre. 

On concoit aisement ce qui a lieu quand les deux courbes sont dans des 
plans differents; et ce qui doit arrıver quand une courbe a double courbure (C‘) 
doit rouler sur une courbe (C) de cette espece, d’apres la condition que l’angle 
des plans oseulateurs, relatifs au point de contact, ne change pas. Tout se pas- 
sera encore de la möme maniere pendant un instant, que si le cercle osculateur 
de (C’) roulait sur celui de la courbe (C). Ainsi, en cherchant le point de ren- 
contre Ä des deux perpendicnlaires aux centres des plans de ces cercles, on aura 
KT pour la direction de Faxe resultant et pour l'aröte de contact des deux cönes 
correspondants. 

Nous ferons remarquer finalement, que le principe de la composition des 
mouvements de rotation etant une fois etablı, on en peut deduire aisement toute 
la theorie des mouvements infınıment petits des figures planes dans leurs plans, et 
des corps solides pourvus d’ un point fixe ou entierement lıbres. A cet effet on na 
quä reduire le deplacement dans un plan A un mouvement de transport et ä 
une rotalion elementaire, ce qui d’apres le ($. 2) se reduit a une rotation unique, 
Dans l'espace une reduction analogue a lieu; car quand le solide est pourvu d’un 


point fixe, tout deplacement possible est effectue par deux rotations successives 
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ou simultandes; et quand le solide est libre, on peut commencer par operer la 
superposition de deux points homologues quelconques (0,0‘) du solide pris dans 
deux positions infiniment voisines, en Jui imprimant un simple monvement de 
transport, egal et parallele pour tous ses points ä la ligne 00°; le reste Ssachevera 
comme pour le cas d’un point fixe dans le solide. 

Nota. Des developpements plus etendus sur cette matiere nous pa- 
raissent superflus, d’autant plus quelle a te envisagde assez recemment par divers 
geometres, et que nous l’avons egalement touchee deja dans un memoire de 1545 
destind au present journal. Mais a ce qui precede, nous croyons devoir ajouter 
un dernier paragraphe, otı nous exposerons une autre methode deenvisager la 
question des rotatıons concourantes; methode düe a Mr. &. Biver, notre amı et 


ancıen eleve de lecole militaire. 


$. 15. 


Soit un point P assujetti A tourner ä la fois autour de deux axes de rotation 
AG, AC (Fig,8.) qui se coupent en A, avec des vitesses angulaires w, »‘. Sı nous 
abaissons Pp perpendiculairement au plan des axes, pG, pC‘, et perpendieulaire- 
ment ä ces lignes AG, AC' les plans PCp, PC'p seront perpendiculaires aux axes 
de rotation, et CP, CP seront les rayons des ares infiniment petits, parcourus 
par P autour de AC, AC‘, dans un temps dt. Soient PM, P_M' ces arcs, se 
confondant avec leurs tangentes, et perpendiculaires a CP, CP. Dapres la loı 
de composition des mouvements rectilignes, le point P decrira evidemment dans 
le temps «/t la diagonale PN du parallelogramme MPM'N. 

Projetons maintenant les points M, M', N sur le plan des axes en m, m‘, n: 
nous formerons un nouveau parall&logramme np m’n dont la diagonale prı sera 
la projection de PN; et si nous menons AO, perpendiculaire a pr: dans le plan 
horizontal des axes, cette ligne sera perpendiculaire au plan projetant vertical 
NPpn. La sphere qui aurait /] pour centre et AP pour rayon, serait coupee 
par les plans PCp, PC’p, POp suivant trois petits cercles de centres (,G‘, O, 
respeclivement. Les elements PM, PM', faisant partie de deux de ces cercles, 
determinent done un plan tangent a la sphere, et par suite [element PN, situe A 
la foıs dans ce plan tangent MPM'N et dans le plan Pop du petit cercle de 
centre O, fait partie de ce petit cercle. Donc le chemin resultant PN est un 
arc de cercle decrit autour dun axe AO avec un rayon OP; designons par 2 


la vitesse angulaire de cette nouvelle rotatıon. 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XLVI. Heft 1. 6 
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Les chemins angulaires deerits par P autour des trois axes dans le temps 
dt etant wdt, w dt, et Q.dt, les chemins absolus seront: 
PM=uwdt.PC ,„ PM'=wdtPC' , PN=2.dt.PO. 


La projection de PM est evidemment: 


pm= PM cos(P M,pmn) — PMsin(CP,p m) = wdt. PC.sın PCp = wit. Pp. 
On trouve de meme: 
pm’ = wdti.Pp pn=2di.P» 

Portons sur AC une longueur AD =w, et achevons le parallelogramıne 
AOTO. D’apres les constructions faites, les triangles AOT, pmn, ont leurs 
cöles perpendiculaires chacun-a-chacun, et sont semblables; on a ainsi: 

OT: AT=mn:pn, ou A0':AT=w:2 
et AO:AT=pm:pn, ou AQ0:AT=uw:n, 
ce qui nous montre ue AT= 2, et AU’ = w. On en conclut que laxe 
AOT coincide avec la diagonale du parall&logramme construit sur les axes 
AC,AC', avec des longueurs w, w‘; queensuite la direction de cet axe, dtant done 
independante de la position particuliere du point P*, ainsi que la vitesse angulaire 
2, cet axe et cette vitesse sont les m@mes pour tous les points mobiles, assujettis 
au meme double mouvement: done a..... etc. 


Bruxelles, ce 1 Juin 1851. 
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b, 

u 

Note sur le $. 6 du memoire No.9, insere dans le 
tome 43 de ce journal. 


(Par Mr. Steichen, professeur ä l’Ccole milit, a Bruxelles.) 


. 


Dans la remarque II du $. cit€ jaı adınıs que les formules qui donnent la di- 
rection de l’axe d’ebranlement du solide, conservent la mÄme forme simple quel- 
les ont pour les axes permanents du point fixe (O), alors m@me qu'on passe ä 
dautres axes rectangles quelconques x’, Oy',O:. 

Cette assertion n est pas exacte. Neanmoins ıl existe outre le centre de 
percussion donne par la theorie ordinaire, une aulre solution de la question que 
le $.6 ne fournit que par le moyen de certaines modifications que je vais in- 
diquer. 

C',, B’,, A’, etant toujours les angles de l’axe d’ebranlemeut OK avec des 
axes rectangles arbitraires (Ox‘, Oy‘, Oz‘), et d: la rotation resultante; dal, do‘, 
dp‘ ses composantes autour de ces axes. Posons, pour abreger leeriture: 


2dE 2dıy Ddw 2dy 
S 4 


14 4 E 4 
U) , = W == 
’ dt” >» 


PD ER Dre A 
et nous aurons (page 187) pour les cumposantes rectangles au point (w’, y’ , =‘) 


de la molecule dn, provenant de sa reaction diinerlie, les valeurs suivantes: 


d. Hy = %.z’dm — y‘.y'dm, 
d.II,. = y'.x’dm — \b’.z’dm, 
4.5, = a. y'dm — 0’, x’dm. 


De la on conclut aisement que le moment d1/,.y’— dII,.x' de cette force ele- 
mentaire a la valeur autour de laxe Oz‘: | 
o'.y'dm— y(y” + x”)dm + na’ dm; 
ce qui donne pour la somme des moments des reactions diinertie autour de laxe 
Oz‘ la valeur suivante: 
M. = fa’ dm + ofy dm — yf(y” + a”)dm. 
6* 
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Sı done on designe par A’, B', C' les moments d’inertie du solide, rela- 
ulsa Ox', Oy’, Oz‘, et que l'on fasse en outre 
JEydm=g ,„ JYsdmmh „ ferdmark, 
on obtiendra pour les valeurs des moments des rdactions autour des axes O7‘; 
Ox’', Oy‘, les formules: 
M—k. un“ +h.w — C.y‘ 
M.—=g-w kp — Ad 


®/ 


N. =h.yp rg.‘ — B.w. 


Or puisquil y a equilibre entre Taction et les reactions diinertie tangen- 
tielles (car les reactions dinertie normales n’existent pas encore pendant l'instant 
du mouvement naissant, ou sont du moins insensibles): il faut que la somme des 
moments de ces forces antour de chaque axe coordonne en (O), soit nulle. Cela 
donne les equations necessaires et suffisantes: 

N.tN=V0 ,„ M +M=0 , M.+l=V0, 
ou bıen 
(1) ArlbgwW—kyp' = N ,„ Bw—hp—gl‘= NM ,„ Cy—ky—hw' = L‘ 
et lintegration donne immediatement pour les composantes totales des forces 
dinertie elles-memes: 
(2) 1.= w.wz—gp.auyı ; IL, = puma’ 5 Ha = buy —w ur). 
ı exprime Ja masse du solide, et x, yı x, sont les coordonndes du centre d'inertie 
ä Vinstant de !’ebranlement. 
On voit sur le champ par les formules (I) que [on peut seulement avoir: 
2dw N 2do M 2dp Sr L 
”, u" DE “u 2 Fe : 2, 
quand les axes coordonnes coincident avec les axes permanents en (O) pour les- 
quels les lettres non-accentuces ont la me@me signifieation que les accentuces, par 
rapport aux trois axes (0: , Oy‘ ‚Oz‘), et des lors seulement aussı les formu- 
les (2) donneraient: 
M L 
/I,= gay 5 I, = A sin 


> 


Si done il ya en dehors de la solution de la theorie ordinaire, une autre 
solution encore, ıl faut que lanalyse precedente, expimant le tout sous une forme 
generale, Ja fournisse. Or en nommant P la force agissante et (a, ,y) sa direc- 
tion, ıl faut dabord que l’on ait: 

T.+Pa=0 ,„ 1m,+P.3=0 , n.+Py=V0 


afın d’avoir une percussion nulle sur Je point fixe (O); car l’axe d’ebranlement 


ne saurait souffrir evidemment d’autre effort quen ce point. Mais nous voyons 
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quen dirigeant les axes (Ox‘, Oy‘, Oz‘) restes jusquiici arbitraires, le premier 
suivant l’axe OJ, qui joint le point fixe au centre J, et les deux autre d’abord dans 
le plan normal, on obtient „=0,ı,=%, partant /.=V: et de la re- 
sulte Pa=0(, ou @=0; ce qui prouve que la force P doit croiser la ligne 
OJ sous un angle droit. Si donc on choisit laxe Oy‘ parallele ä la ligne de P, 
on obtient en outre ?=1,y=0; partant: 
P+1,.=V0 , e I. = 
Substituant dans ces expressions les valeurs de 77,., /7.. donnees par les formules 
(2), dans l’hypothese dy,=0, z,=0, on en deduit: 
(a.) P+yua=0V,et WW =0. 

En outre la m@me disposition des axes coordonnes, donne, en nomman! 
(a,b,c) ou simplement (a,c) les coordonndes du point dapplication de la force P: 
‘=P(ab—Ba)=—Pa ,„ N'=P(ßc-y)=P.c , M=Plya-—ac)=V0:; 


ainsı aux deux conditions (a) il faut joindre cette troisieme: 


(b.) M=%V,. 
Par cette derniere (b) et la derniere (a) les equations (I) deviennent: 
(c.) 4 abt— hy’ =P«.c , hptgV’=0, Cyp—kavy= —P.a 
Les deux dernieres donneront les valeurs 
A Pag ” P.a-h „. PeV(g’+N) 
pm u u a —— ee u 
Cg+hk ° Ug+h:k ’ > Cg+h:k 
w h g 


x =, = \ A \ 5 DB =w:' =. 
cos C, & V(g’+h?) , cos f', V(g’+h?) ’ cosb 1 (4) Ss 


En substituant les valeurs de ‘ , xl‘ dans la premiere (C), on obtient entre a el 
c la condition: 

(d.) (Cg+h.k).c—(Ah+gha=Vd. 
Enfin portant dans la premiere (a) la valeur de ‘, on en tire: 

C.g+hk = A'h-+gk 

(e.) "7 don ce = m’ 
car l'abscisse @,‘ est evidemment mesurde par la droite OJ. Ainsi donc, pour 
avoir un effort d’action et de reaction nul sur le point fixe denne, il faut faire 
agır la force suivant une direction qui croise laxe OJ sous un angle droit; ce qui 
revient a la diriger normalement ä un plan quelconque P mene suivant la droite 
OT. En nommant Oy‘ la normale en (OÖ) a ce plan P, et Oz’ un axe situe dans 
P et rectangle avec OJ, on Evaluera les quantites g = fx'y’dm’h=....-,k=... 
relatives ä ces axes;, on calculera ensuite A‘, C* par la r&gle connue, et par les 


formules (e) on obtient enfin les coordonndes (a,c) du centre de pereussion dans 
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le plan P, ot ıl faut faire agir la force pour avoir une secousse absolument nulle 
sur l’axe et sur le point fixe donne, Ces conditions etant satisfaites, on voit que 
laxe d’ebranlement est toujours situ€ dans le plan P auquel la force est perpen- 
diceulaire. 

Enfin pour prouver par une simple verification que la solution nouvelle 
differe essentiellement de celle de la theorie ordinaire, quoique dans [une comme 
dans l’autre la force doive agır suivant une direction perpendiculaire au plan 
central mend par laxe de rotation, il suffit de considerer que dans le cas actuel 
l’axe O// du moment principal de la force fait avec les axes coordonnes Oa’,O:‘ 
des angles de cosinus e:] (a’ + ec) , et — a:Y(a?+ c?), tandis que laxe OX fait 
avec ces axes des cosinus dangle h:Y(g’+h?) , — g:Y(g’+ h?), de sorte que 
les deux droites OH , OX nont en general que le seul point (O) de commun; 
mais dans la solution ordinaire elle coincident ensemble, et forment un axe per- 
manent du solide au point fıxe. 

Si l’on resout les dquations (1) par rapport aux quantites ab‘ , w', p‘, on 
Irouve: 

” n(BC—H) +m(Cg+hk) +HUBk+gh) i 
yPuTaBO-IP-BE-CP- ik me Bude 


Mais on peut aussi dun autre cold obtenir ces memes quantites a l’aide de celles 


N M L u ... . 
=, , =» ,g= ,, et du principe de la composition des rotations 
A B ( 


rectangulaires. En egalant ainsi ces doubles valeurs de chaque quantitdı)‘, w*, ‘, 
on obtiendrait trois equations de condition generales entre 4,B,C,4', B',C', 
g, h, k, N, M, L, et neuf co@fficients de direction, lesquelles devraient subsister 
pour des valeurs quelconques des moments W, M,L; et par la on pourrait Ölre 


ramene A la theorie des axes permanents de rotatıon des solides. 


Bruxelles ce 27 aırıl 1852. 
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4. 


Beitrag zur Theorie der Bewegung der Räder- 
fuhrwerke, mit Inbegriff der Dampfwagen. 


(Von Herrn J. P. @. v. Heim, Königl. würtemb. Oberstlieutenant a. D.) 


> On 2 


vor wort. 


Obgleich das Räderfuhrwerk unstreitig zu den ältesten, gemeinnützigsten und im 
allgemeinsten Gebrauche befindlichen Maschinen gehört, ist die Theorie desselben und 
seiner Bewegung, wie kaum in Abrede zu stellen sein wird, im Ganzen nur auf einer 
niedrigen Stufe der Entwickelung geblieben: einerseits vielleicht deshalb, weil den Ge- 
lehrten vom Fache der Gegenstand zu geringfügig schien, um ihre Aufmerksamkeit 
und Thätigkeit in Anspruch zu nehmen: andererseits aber auch, weil die Theorie der 
Bewegung der Fuhrwerke ihren Untersuchungen, sofern es sich von stetiger Bewegung 
handelt, die Voraussetzung einer Bahn von gleichförmiger und regelmässiger Beschaffenheit 
zum Grunde zu legen hat: eine Voraussetzung, welche in der Wirklichkeit nur selten zu- 
trifft und daher einen unmittelbaren Nutzen dieser Untersuchungen weniger anschaulich 
macht. 

Seitdem jedoch das Fuhrwerk im Dampfwagen einen mächligen Berufsgenossen 
gefunden hat, für welchen eigene Kunsistrassen in immer sich erweiternder Ausdehnung 
gebaut werden, dürften sich diese, der Ausbildung jener Theorie entgegenstehenden Ver- 
hältnisse geändert haben. Denn nicht nur ist die genannte Beschaffenheit für diese Bahnen 
ein unerlässliches Erforderniss, wenn sie ihren Zweck erfüllen sollen, sondern bei der 
unermesslichen Bedeutsamkeit. welche die neueren Verkehrsmittel für die Interessen der 
Völker schon gewonnen haben und immer mehr gewinnen, werden gewiss auch die Ge- 
setze der Bewegung des Räderfuhrwerks eine etwas nähere theoretische Beleuchtung 
wohl verdienen. 

Soll die eigenthümliche Natur der Bewegung des Räderfuhrwerks eine beirie- 


digend rationelle Erklärung finden, soll die Wechselwirkung zwischen den Kräften 
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le plan P, otı ıl faut faire agir la force pour avoir une secousse absolument nulle 


sur laxe et sur le point fie donne, Ces conditions etant satisfaites, on voit que 
laxe d’ebranlement est toujours situ€ dans le plan P auquel la force est perpen- 
dieulaire. 

Enfin pour prouver par une simple verification que la solution nouvelle 
differe essentiellement de celle de la theorie ordinaire, quoique dans [une comme 
dans lautre la force doive agir suivant une direction perpendiculaire au plan 
central mene par laxe de rotation, il suffit de considerer que dans le cas actuel 
l’axe O// du moment principal de la force fait avec les axes coordonnes Ox’,0:‘ 
des angles de cosinus e:] (a’+ ec’) „et — a:Y(a’ + c”), tandıs que laxe OX fait 
avec ces axes des cosinus dangle h:y(g’+h?) , — g:Y(g’+ h?”), de sorte que 
les deux droites OF, OX wont en general que le seul point (O) de commun; 
mais dans la solution ordinaire elle coincıdent ensemble, et forment un axe per- 
manent du solide au point fıxe. 

Si l’on resout les equations (1) par rapport aux quantites a!“ , w', ‘, on 
trouve: 

n(BC’—R) + m(C g + hk) +UBk+ gh) 


Vi “Yu . , gm... 


= TIRO-AR-BR-COP gb 
Mais on peut aussi dun autre cotE obtenir ces memes quantites a l’aide de celles 


M L . . Ri D 
‚, P=.., et du principe de la composition des rotations 


Ih 


0 
rectangulaires. En egalant ainsi ces doubles valeurs de chaque quantitdh‘, w‘, p‘, 
on obtiendrait trois equations de condition generales entre A,B,C,4,B',C', 
g, h, k, N, M,L, et neuf cocflicients de direction, lesquelles devraient subsister 
pour des valeurs quelconques des moments V,M,L; et par la on pourrait etre 


ramene A la theorie des axes permanents de rotatıon des solides. 


Bruxelles ce 27 aırıl 1852. 
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4. 
Beitrag zur Theorie der Bewegung der Räder- 
fuhrwerke, mit Inbegriff der Dampfwagen. 


(Von Herrn J. P. G. v. Heim, Königl. würtemb. Oberstlieutenant a. D.) 
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vor weo1trt. 


Obgleich das Räderfuhrwerk unstreitig zu den ältesten, gemeinnützigsten und im 
allgemeinsten Gebrauche befindlichen Maschinen gehört, ist die Theorie desselben und 
seiner Bewegung, wie kaum in Abrede zu stellen sein wird, im Ganzen nur auf einer 
niedrigen Stufe der Entwickelung geblieben: einerseits vielleicht deshalb, weil den Ge- 
lIehrten vom Fache der Gegenstand zu geringfügig schien, um ihre Aufmerksamkeit 
und Thätigkeit in Anspruch zu nehmen: andererseits aber auch, weil die Theorie der 
Bewegung der Fuhrwerke ihren Untersuchungen, sofern es sich von stetiger Bewegung 
handelt, die Voraussetzung einer Bahn von gleichförmiger und regelmässiger Beschaffenheit 
zum Grunde zu legen hat: eine Voraussetzung, welche in der Wirklichkeit nur selten zu- 
trifft und daher einen unmittelbaren Nutzen dieser Untersuchungen weniger anschaulich 
macht. 

Seitdem jedoch das Fuhrwerk im Dampfwagen einen mächligen Berufsgenossen 
gefunden hat, für welchen eigene Kunststrassen in immer sich erweiternder Ausdehnung 
gebaut werden, dürften sich diese, der Ausbildung jener Theorie entgegenstehenden Ver- 
hältnisse geändert haben. Denn nicht nur ist die genannte Beschaffenheit für diese Bahnen 
ein unerlässliches Erforderniss, wenn sie ihren Zweck erfüllen sollen, sondern bei der 
unermesslichen Bedeutsamkeit. welche die neueren Verkehrsmittel für die Interessen der 
Völker schon gewonnen haben und immer mehr gewinnen, werden gewiss auch die Ge- 
setze der Bewegung des Räderfuhrwerks eine etwas nähere theoretische Beleuchtung 
wohl verdienen. 

Soll die eigenthümliche Natur der Bewegung des Räderfuhrwerks eine befrie- 
digend rationelle Erklärung finden, soll die Wechselwirkung zwischen den Kräften 
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und Widerständen, von denen die Bewegung abhangt, genügend erläutert und so manche, 


diese Bewegung betreffende, in der Praxis sich darbietende Frage richtig beantwortet 


werden: so kann Dies nur dadurch geschehen, dass die allgemeinen Grundsätze der 


Dynamik auf das im Zustande der Bewegung betrachtete Fuhrwerk angewendet und die 


hieraus sich ergebenden Folgerungen durch einen gründlichen Calcul entwickelt werden. 


Neben dem rühmlichen Streben nach nützlichen Erfindungen und ihrer Anwen- 


dung auf das Leben bleibt für die höheren Interessen der Völker noch ein Anderes 


zu wünschen, nämlich der Fortbau der Wissenschaft, ein unablässig tieferes Eindringen in 
die Heiligthümer der unumstösslichen Grundwahrheiten und die fortschreitende Erkenntniss 


Dessen, was aus dem Gegebenen und Erforschten mit Nothwendigkeit weiter folgt. 


Inhalts-Uebersicht. 


Erste Abtheilung. 


Die dynamischen Verhältnisse der Räderfuhrwerke. 


$. 1—6. Einleitende Betrachtungen. 
Erstes Capitel. 
Das zıieirädrige Fuhrwerk. 
5:7 Bezeichnungen. 
$. S— 19. Rollende Bewegung. 
$. 20 —26. Gleitende Bewegung. 


Zweites Capitel. 
Das vierrädrige Fuhrwerk erster Art (mit fester 
Verbindung der Gestelle). 


6. 37. Bezeichnungen. 
$.285— 34. Rollende Bewegung. 
$.35— 40, Gleitende Bewegung. 


Drittes Capitel. 
Das vierrädrige Fuhrwerk zweiter Art (mit be- 
weglicher Verbindung im Gestelle). 


$.41l. Bezeichnungen. 
$.42—47. Rollende Bewegung. 
$.48— 51. Gleitende Bewegung. 





$. 52. Mehrere hinter einander angehängte vier- 
rädrige Fuhrwerke erster Art. 
Schlussbemerkung. 


Zweite Abtheilung. 


Die dynamischen Verhältnisse der Dampfwagen, in 
ihrer Eigenschaft als Räderfuhrwerke betrachtet. 


$.54, 55. Einleitende Betrachtungen. 


Erstes Capitel 


‚ Der vierrädrige Dampfwagen ohne Tragräder. 


$. 56. Bezeichnungen. 
$.57 — 65. Rollende Bewegung. 
$.66—68. Gleitende Bewegung. 

Zweites Capitel. 

Der sechsrädrige Dampfwagen. 

$. 69. Bezeichnungen. 
$. 70— 79. Rollende Bewegung. 
$.80— 83. Gleitende Bewegung. 

Drittes Capitel. 
$.84— 92. Nachträge zu den beiden vorigen 


Capiteln. 














4. v. Heim, zur Theorie der Bewegung der Räderfuhrwerke. 49 


Erste Abtheilung. 


Die dynamischen Verhältnisse der Räderfuhrwerke. 


Einleitende Betrachtungen. 


un 


Die gemeinschaftliche Bestimmung der Schleifen und der Fuhrwerke mit 
Rädern ist, Lasten auf der Erde fortzuschaffen. 

Die Bewegung der Schleifen ıst einfach fortschreitend. Die beiden sich 
berührenden Flächen, der Schleife und des Bodens, gleiten über einander hin, 
so dass alle Theile der Schleife und der Last, nach Länge und Richtung, den 
gleichen Weg zurücklegen. Eine nähere Erörterung dieser Art von Bewegung 
ist nicht Gegenstand der vorliegenden Aufgabe. 

Die Bewegung eines Fuhrwerks ıst aus der fortschreitenden Bewegung, 
welche allen seinen Theilen und der Last gemein ist, und der umdrehenden 
der Räder zusammengesetzt. Sie ist insbesondere ro/lend, wenn die lineare Um- 
drehungsgeschwindigkeit des Punct für Punct mit dem Boden !n Berührung tre- 
tenden Kreis-Umfanges der Räder eben so gross ist, als die fortschreitende Ge- 
schwindigkeit des Fuhrwerks; d. h. wenn das Fuhrwerk während jedes Umlaufs 
der Räder einen Weg zurücklegt, der dem abgewickelten äussern Kreis-I Imfange 
derselben an Länge gleich ist. Sie ist dagegen therlwerse gleitend, wenn die Um- 
drehungsgeschwindigkeit des Räder-Umfanges kleiner oder grösser ist, als die fort- 
schreitende Geschwindigkeit des Fuhrwerks; und ganz gleitend, wenn entweder 
die umdrehende, oder die fortschreitende Geschwindigkeit Null ist. 

Bei der rollenden Bewegung beschreibt jeder Punet des Kreis-Umfanges 
eines Rades, von einer Berührung des Bodens zur andern, eine Radlinie (Cy- 
cloide). Die mit der Bahn parallele Geschwindigkeit des Puncts ist im Augen- 
blicke der Berührung gleich Null, nämlich die fortschreitende Geschwindigkeit 
desselben ist seiner linearen Umdrehungsgeschwindigkeit gleich und gerade entge- 
gengesetzt, und die Richtung seiner absoluten Bewegung steht in demselben Au- 
genbliecke, in welchem er vom Niedergehen zum Aufsteigen übergeht, senkrecht 
auf der Bahn des Fuhrwerks. 

Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XLVI. Heft 1. 
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un 


Wird der Druck, den das Rad auf den Boden ausübt, mit N bezeichnet, 
und ıst /f der Coeflicient der Reibung zwischen den Flächen des Rad- Umfanges 
und des Bodens, so drückt das Product /N den Widerstand aus, den die Rei- 
bung des Bodens der gleitenden Bewegung des Rades entgegensetzt: eine Kraft, 
welche am Umfange des Rades wirkt, und deren Richtung jener der fortschrei- 
tenden Bewegung des Punets, in welchem das Rad den Boden berührt, gerade 
entgegengesetzt ist. 

Zur Hervorbringung der rollenden Umdrehung des Reades ist aber eine 
(im Folgenden näher zu ermittelnde) bestimmte Kraft A nöthig, welche man eben- 
falls an dem Puncte des Rad-Umfanges, in welchem derselbe den Boden berührt, 
und nach derselben Richtung wie der Widerstand {NV angebracht, sich vorzu- 
stellen hat. 

Ist nun {N — R, so muss die Bewegung, wenigstens theilweise, gleitend 
sein, und f/ tritt ganz in Wirksamkeit. Ist dagegen /N ZH, so kann nur eine 
rollende Bewegung entstehen, und nur /tın Thätigkeit kommen. Denn gesetzt 
es wäre möglich, dass ein grösserer Theil von N als A zur Umdrehung des Ra- 
des angewendet oder eine schnellere Umdrehung desselben als die rollende her- 
vorgebracht würde, so müsste ebenfalls ein Gleiten des Rades entstehen; aber so, 
dass der Widerstand /\, nach der Richtung der fortschreitenden Bewegung, 
dem der Kraft A entgegen wirksam würde ; wodurch augenblicklich die Umdre- 
hung des Rades verzögert, die fortschreitende Bewegung dagegen beschleunigt 
und die rollende Bewegung wieder hergestellt werden würde. 

Es folgt hieraus, dass die rollende Bewegung des Fuhrwerks, wenn sıe 
möglich ist, sich von selbst erhält, dass aber zu dieser Möglichkeit ein gewisses 
Maas der Reibung, oder von //V, nothwendig ist, 


ou 


$. 3. 


Die Fuhrwerke sind theils zwerrädrıig, theils ererrädrig. Je zwei Räder 
haben gewöhnlich eine gemeinschaftliche Achse. 

Da beim zwerrädrigen Fuhrwerk der Schwerpunct nicht dauernd von der 
Achse allein getragen werden kann, so bedarf es noch einer weitern Unterstützung, 


welche es meistens an der vordern Seite erhält, wo die Zugkraft angebracht 


wird. 
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Ein ezerrädriges Fuhrwerk besteht aus zwei Gestellen mit je einem Räder- 
paare: dem Vordergestell und dem Hintergestell. Die beiden Gestelle sind ent- 
weder fest unter sich verbunden, so dass der Körper des Fuhrwerks nur ein ein- 
ziges, von den Rädern getragenes System bildet, oder sie hangen durch eine Art 
von Gelenk unter sich zusammen, so dass dass Vordergestell, wie ein zweirädriges 
Fuhrwerk, auf der vordern Seite der Räder noch eine weitere Unterstützung nö- 
thig hat. Man wird hiernach vierrädrige Fuhrwerke erster und zweiter Art zu 


unterscheiden haben. 


$.4. 


Nach Maasgabe des vorgesteckten Zieles, die Gesetze der Bewegung der 
Fuhrwerke auf regelmässiger Bahn, wie sie aus der Einrichtung und Zusammen- 
setzung derselben folgen, aus den allgemeinen Grundsätzen der Dynamık abzu- 
leiten, wird man als wirkende Kräfte die Zugkraft, die Schwerkraft und den Wi- 
derstand der Reibung zwischen den Achsen und ihren Lagern, , so wie jenen zwi- 
schen den Rädern und dem Boden, ın Betracht zu zieben haben, und um die 
Lösung der Aufgabe zu vereinfachen und überhaupt möglich zu machen, von an- 
dern, zufällig, wenn auch häufig eintretenden Einwirkungen hier absehen und 
voraussetzen müssen, die Kräfte und Widerstände, von denen die Bewegung ab- 
hangt, befinden sich in einer und derselben, das Ganze des Fuhrwerks in zwei 
symmetrische Hälften theilenden, verticalen Ebene, für welche die verticale 
Ebene, die, senkrecht auf den Achsen, deren Länge in zwei gleiche Theile theilt, 
genommen werden kann. Es wird ferner vorausgesetzt werden müssen, die Bahn, 
auf der das Fuhrwerk sich bewegt, sei vollkommen fest und eben, so dass weder 
Eindrücke noch Erschütterungen Statt finden, und dass sie von jener verticalen 
Ebene in einer geraden Linie geschnitten wird. Die Richtung der Bewegung 


wird unter diesen Voraussetzungen nur geradlinig sein. 


$. 5. 


Ist ein fester Körper oder ein System von festen Körpern der Einwirkung 
mehrerer Kräfte unterworfen, deren Richtungen ın einer und derselben Ebene 
liegen, so werden nach den Grundlehren der Mechanik die Bedingungen des 
Gleichgewichts zwischen den Kräften durch drei Gleichungen ausgedrückt. Wird 
nämlich jede dieser Kräfte nach den Richtungen irgend zweier in der Ebene un- 
ter rechten Winkeln sich schneidender Axen ın zwei Theilkräfte zerlegt, so 


-„x* 


d 
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muss, wenn Gleichgewicht Statt finden soll, sowohl die Summe der Theilkräfte 
in Bezug auf jede der beiden Axen, als auch die Summe der Momente der 
Kräfte in Bezug auf den Durchschnittspunct derselben, oder, was auf Eins hinaus- 
kommt, in Bezug auf irgend einen Punct der Ebene, gleich Null sein. 

Und eben diese Gleichungen sind nach dem Princip von D’Alembert, 
wenn die Beschleunigungen der Quantitäten der Bewegung der Körper ebenfalls 
als Kräfte, jedoch mit dem Vorzeichen, welches dem der Richtung der Bewegung 
entsprechenden entgegengesetzt ist, mit den andern Kräften in die Rechnung ein- 
geführt werden, sowohl für den Zustand der Bewegung, als für den der Ruhe 
gültig, und können daher zugleich zur Bestimmung der entsprechenden Bewegung 
dienen. 

Da die Räder eine ihnen eigenthümliche, nemlich die umdrehende Bewe- 
sung haben, so machen sie nicht nur mit den übrigen Theilen des Fuhrwerks zu- 
sammen ein System aus, sondern bilden zugleich für sich besondere Systeme, de- 
ren Verbindung mit dem Körper des Fuhrwerks durch die in die Gleichungen 
der bezüglichen Systeme zugleich eingehenden Grössen vertreten ist. Jedem 
solchen Systeme fester Körper gehören nämlich, wie oben bemerkt, drei Gler- 
chungen an, und die verschiedenen Systeme liefern die Zahl der Gleichungen, 
welche nöthig ist, um die gesuchten Grössen durch dıe gegebenen auszudrücken. 
So erhält man für das zweirädrige Fuhrwerk sechs, für das vierrädrige erster Art 


neun, für das vierrädrige zweiter Art zwölf Gleichungen. 


$. 6. 

Bei der Bildung dieser Gleichungen kommen aus der Lehre von der Um- 
drehung fester Körper ein Paar Sätze zur Anwendung, welche hier angeführt 
werden müssen. 

Wird die Masse eines um eine feste Axe mit der Winkelgeschwindig- 
keit u sich drehenden Körpers durch‘ M, und das Trägheitsmomeni der Masse 
in Bezug auf eine durch den Schwerpunet des Körpers mit jener parallel gehende 
Axe durch MR” bezeichnet: zerlegt man die Quantitäten der Bewegung der Ele- 
mente JM, als Kräfte, nach zwei, sich und die Umdrehungs-Axe unter rechten 
Winkeln schneidenden Axen, in Bezug auf welche die von dem Durchschnitts- 
puncte dieser drei Axen an gerechneten Coordinaten & und y der Eiemente ge- 
nommen werden, und sind x, und y, die Coordinaten des Schwerpunets, so Ist 


Die Summe der mit der Axe der « parallelen Theilkräfte = — uyı M, 
+ux,M. 


Die Summe der mit der Axe der y parallelen Theilkräfte 
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Werden dann die Momente der Quantitäten der Bewegung der Elemente 
dM (als Kräften - Momente) in Bezug auf eine andere, mit der Umdrehungs-Axe 
parallele Axe genommen, und sind x, und y,, die vom Durchschnittspuncte 
dieser Axe mit der Ebene der x und y an gerechneten, mit den Axen der .r und 


y parallelen Coordinaten des Schwerpuncts, so ist 


2 


Die Summe dieser Momente = u(k’+ x,“ +yy.M. 

Wenn nämlich die Ebene der (Figur 1), welche als winkelrecht auf der 
Umdrehungs - Axe des Körpers vorausgesetzt wird, von dieser Axe im Punct (),, 
und von der parallel mit ıhr durch den Schwerpunet gehenden Axe ım 
Puncte M geschnitten wird; wenn O,x die Richtung der Axe der x, O,y der 
Axe der y vorstellt, My, =x,, Ma, =y, ist, my=x und m&=y die 
Coordinaten des im Punct zn gelegenen oder projicirten Elements JM sind, der 
Abstand O,m=r und der Winkel mO,&= = y ist: so wird die Quantität der 
Bewegung des Elements JM durh urdM, der mit der Axe der x parallele 
Theil derselben, den die Zerlegung gilt, durch urd M.sny = uydM, und der 


mit der Axe der y parallele Theil durch urd M.cosy = uxdM ausgedrückt, 


.. . Y X . . . ° 
während siny=, und cosy = „ist. Findet die Umdrehung in der (durch den 


Pfeil angedeuteten) Rüchtung vom positiven Theil der Axe der x zunächst ge- 
gen den positiven Theil der Axe der y, oder die Bewegung des Elements dM/ 
in der Richtung von m gegen q Statt, so hat die mit der Axe der x parallele 
Theilkraft die Richtung von zn gegen y; die andere Theilkraft die Richtung von 
m gegen /, und es ıst daher dem Ausdruck der ersteren Theilkraft, wenn diese 
Kräfte nach den Seiten genommen werden, nach welchen die positiven Goordı- 
naten sich erstrecken, das negative Vorzeichen zu geben. 

Im ganzen Umfange des Körpers genommen, ist demnach, wenn unter u 
die Winkelgeschwindigkeit der Umdrehung nach der angegebenen Richtung ver- 


standen wird: 


Die Summe der mit der Axe der x parallelen Theilkräfte =— ufydM = —uy, M, 
Die Summe der mit der Axe der y parallelen Theilkräfe = + ufxdM = -+ux, M; 


welche Kräfte (wenn positiv) als nach den positiven Seiten der Coordinaten- 


axen gerichtet angenommen sind. 


Wird ferner die Ebene der (Fig. 1) von der andern, mit der Umdrehungs- 
Axe parallelen Axe in 0), geschnitten, st My,=o, , Mz,=y.,, Oun 
senkrecht auf O,m und O,n = s, so ist ur(r — s)4M das Moment der Quantı- 
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tät der Bewegung des Elements dM, dessen Coordinaten & und y sind, in Bezug 
auf diese andere Axe und 


s= (x, — x,)cosy+(y, — y,„)siny 

(,— 2,), +, ym7 

daher r(r — s) oder —rss=x’+ y’ — (2, —x,)—y(y— Yır) 

= (Hy r+@- Era In. 

und wenn diese Momente im ganzen Umfange des Körpers genommen werden: 
ufrr -—)dM = ull?+x,2,+y,y,)M , 

indem /((2—x,)’+(y—y,)dM = M#° und S(@—x,)dM = fxdM—Mx, = 0 

Jy—y)dM=fydM— yM is. 


Fällt diese andere Axe mit der Umdrehungs- Axe zusammen, so wird die 


Summe der Momente zu u(4’+d”)M, wenn d den Abstand des Schwerpuncts von 
der letzteren Axe bedeutet; und geht entweder die Umdrehungs-Axe, oder die 
Axe der Moıinente durch den Schwerpunct, so beschränkt sich die Summe der 
Momente auf „M/J?, wo immer ım ersten Falle die Axe der Momente, im 
zweiten die Umdrehungs - Axe sich befinden mag. 

Dieser erstere Fall findet bei den Rädern der Fuhrwerke Statt, und es ıst 
in Bezug auf die Umdrehung derselben nicht nur die Summe der Momente 
— uM1°, wo auch die mit der Umdrehungs-Axe parallele Axe der Momente 


angenommen werden mag, sondern auch die Summe jeder der beiderlei Theil- 





kräfte, nämlich sowohl — uy,M als ux, M, ist gleich Null. 





Erstes Capitel. 


Das zweirädrige Fuhrwerk. 


Bezeichnungen. 


$. 7. 


Der Weg x, den das Fuhrwerk durch die fortschreitende Bewegung zu- 










rücklegt, wird auf der Bahnlinie g/ (Fig. 2) gemessen und von dem Puncte an 
gerechnet, in welchem das Rad ım Anfange der Bewegung, für welchen die 
Zeiti=ß® ıst, die Bahn berührt. 

Die Winkelgeschwindigkeit z der Umdrehung des Rades (für den der 
Längen - Einheit gleichen Halbmesser) wird in der Richtung genommen, bei wel- 


cher der vordere Theil des Rades sich abwärts bewegt. 





ala DE VER ER T 2 
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Der Winkel « ist der spitze Winkel /gk, der die Bahnlinie g/, wenn sie 
geneigt ist, mit der Horizontalen g% macht; er wird beim Ansteigen als positie 
betrachtet. 

Die Richtungslinie eX der Zugkraft Ä schneidet die Richtung der fort- 
schreitenden Bewegung e € unter dem spitzen Winkel AeC = 3, und die auf 
der Bahnlinie Senkrechte ed ım Abstande n vor c, so dass dieser Punct ce, in 
welchem das Rad und die Bahn sich berühren, um ncos $ von ihr entfernt ist. 
Der Winkel # ist, unabhängig von der Seite, nach welcher die Zugkraft wirkt, 
positiv, wenn die Richtungslinie derselben, von ihrem Durchschnitte mit der 
Richtungslinie der Bewegung an, auf derjenigen Seite, nach welcher die Bewe- 
gung Statt findet, sich über die letztere Linie erhebt. 

P ıst das Gesammtgewicht des Fuhrwerks und der Last, mit Ausschluss 
der Räder; A der Abstand Gh des Schwerpuncts @ dieses Gewichts von der 
Bahnlinie, 7 der Abstand ch des Berührungspuncts ce von der Senkrechten G Äh, 
und ce = icosa — hsin«a der Abstand dieses Puncts von der Verticalen durch @. 

D ist der in verticaler Richtung genommene Druck auf den Unterstüz- 
zungspunct A vor den Rädern ($. 3); / der Abstand A/ dieses Puncts von der 
Bahnlinie; zn der Abstand e/ des Berührungspuncts ce von der Senkrechten A/, 
und 2 = mcosa« — /sına der Abstand des letztern Puncts von der Verticalen 
durch A: ferner = a — c der Abstand zwischen den beiden Verticalen @b 
und Aa. 

N ıst der Druck eines Rades auf den Boden, in senkrechter Richtung auf 
die Babnlinie genommen. 


R das Reibungs-Erforderniss zur rollenden Umdrehung eines Rades (9.2). 


Der Quotient x wird im Folgendem der Reibungsquotient für rollende 


Bewegung genannt werden. 
E ist der auf der Bahnlinie senkrechte und F’ der mit der Bahnlinie pa- 
rallele Theil des Drucks, welchen die Achse und ihr Lager an dem Berührungs- 


puncte beider Theile auf einander ausüben. Dieser Druck ist = Y (E’+ F*) 


{ " | Men; 
= Ey(1+G°), wenn man 5=G setzt, und es wird senkrecht auf die sich 


berührenden Oberflächen der Theildruck F des Fuhrwerks auf das Rad (wenn 
positiv) als nach vorn gekehrt angenommen. 

r ıst der Halbmesser des äusseren Umfanges, g der Halbmesser der Achse, 
wenn sie cylindrisch, oder der entsprechende mittlere Halbmesser derselben, wenn 


sie conisch ist, 
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Zum Unterschiede vom Körper der Rad- Achse wird die Umdrehungs- 
Axe, nämlich die, deren Länge nach durch die Axe gehende gerade Linie, um 
welche das Rad sich dreht, die Awenlinie genannt werden. 

/ ist der Coelficient der Reibung zwischen dem Rad-Umfange und dem 
Boden, g der Coeflicient der Reibung zwischen der Achse und ihrem Lager. 

g die Beschleunigung der Schwere, nämlich die Geschwindigkeit des 
Falles im leeren Raume, nach Verlauf der ersten Zeit- Einheit. 


n . . Q ‘ . . . 
(0 das Gewicht eines Rades, Pi das I rägheitsmoment eines Rades in 


=; 


Bezug auf die Axenlinie. 
Anmerk. Wenn die Achse an den Rädern fest ist, so ist das Gewicht 
20 


derselben ın 20, statt in P, und das Trägheitsmoment derselben in — 4? mit- 


( 
& 


begriffen. 
Rollende Bewegung. 


Ss. 


Das zweirädrige Fuhrwerk begreift zwei verschiedene Systeme von festen 
Körpern in sich, nämlich das Räderpaar und den aus den übrigen Theilen be- 
stehenden Körper des Fuhrwerks ($. 5.). Für das eine oder das andere dieser 
Systeme kann man auch beide verbunden annehmen. Man wird hier das 
ganze Fuhrwerk, mit der Last und den Rädern, als erstes und die Räder für sich 
als zweites System betrachten und, um Gleichungen der Bewegung ($. 5.) auf- 
zustellen, die Zerlegung der Kräfte und Widerstände für beide Systeme nach 
den Richtungen der zur Axe der Weg-Abscissen & genommenen Bahnlinie 
($. 7.) und einer sie rechtwinklig schneidenden Axe ausführen und zu dem 
Puncte, in Bezug auf welchen die Momente der Kräfte und Widerstände genom- 
men werden, für das erste System den Berührungspunct zwischen dem Rade und 
der Bahnlinie, und für das zweite den Mittelpunct des Rad- Umfanges, durch 
welchen die Axenlinie geht, wählen. 

Auf das erste System wirken die Zugkraft A, die Gewichte Pund 20, die 
zur rollenden Umdrehung der Räder erforderlichen Kräfte 2 AR, der dem Drucke 
2\ gleiche Gegendruck des Bodens, und der dem Drucke D gleiche Gegendruck 
des l nterstutzungspuncls A. 

In irgend einem der Zeit 2 entsprechenden Augenblicke der Bewegung 


oO 
“ z h f { P ds 
sind die Quanüitäten der fortschreitenden Bewegung des Systems und 




















wi 
ki 
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20 da . . ee \ iin. Br . 20 .. 
2,7 indem —— die fortschreitende Geschwindigkeit ist und — und —— die 
& dt dt £ g 
Maasse der Gewichte P und 20 sind, daher die Beschleunigung dieser Quan- 
on P d*x 20 d’x . . u. 
ttäten = —"—— und "za ; und da die mittleren Richtungen der Ouantitäten 

g dt“ g& dt oO x 


der Bewegung durch die Schwerpuncte der Gewichte P und 20 gehen, so sind 
# 
_ un nr die Momente derselben Beschleunigungen in Bezug auf 
den Punct, in welchem das Rad die Bahn berührt. 
Die Summen der mit den coordinirten Axen parallelen Theile der 
Quantitäten der umdrehenden Bewegung der Räder sind gleich Null; die Sum- 
men der Momente dieser (uantitäten in Bezug auf den Punct der Berührung 


zwischen dem Rade und der Bahnlinie oder irgend einem andern Punct der Ebene 


- ® P ® » 20 2 » nd y 
in welcher die Kräfte wirken, sind = - /*.u($.6), und die Summe der Momente 
’ i i 20 du 
2 > > > >) R) .) — . 2. [2 
derBeschleunigungen derselben Quantitäten ıst LIE TE 


Auf das zweite System wirken die Gewichte 20, die Kräfte 2/7, der Ge- 
sendruck 2N des Bodens, der Druck der Achse gegen das Lager, oder des La- 


oO 
gers gegen die Achse, wenn sie an den Rädern fest ist, und die Reibung, welche 
zwischen diesen beiden Theilen Statt findet. 

Die Beschleunigungen der Quantitäten der fortschreitenden und der umdre- 
henden Bewegung der Räder sind, wie auch die Momente der Beschleunigungen 
der Quantitäten der umdrehenden Bewegung, beim zweiten System dieselben, wie 
beim ersten; dagegen sind die Momente der Beschleunigungen der Quantitäten 
der fortschreitenden Bewegung beim zweiten System gleich Null. 

Der Widerstand der Reibung an der Rad-Achse wird, da der Druck des 
Fuhrwerks gegen das Rad senkrecht auf die sich berührenden Oberflächen ge- 
nommen ist, nach den Bezeichnungen ($. 7) durch g Ey(1+G?) ausgedrückt, 
und es ist seine Richtung der der Umdrehung des Berührungspuncts gerade 
entgegengeselat. 

Ist die Rad-Achse am Körper des Fuhrwerks fest, so findet die Berührung 
an der untern Seite der Achse Statt. Es fällt, wenn F positiv ist, der Berüh- 
rungspunct e (Fig. 3) um den Kreisbogen, welcher @ zur Tangente hat (für den 
der Längen -Einheit gleichen Halbmesser), vor den senkrecht auf der Bahnlinie 
stehenden Radhalbmesser Cc, und es ist der Reibungswiderstand von e gegen f 


gerichtet. Wird derselbe nach den beiden coordinirten Axen zerlegt, so er- 


giebt sich Folgendes: 
Crelle’s Journal f, d, M. Bd. XLVI. Heft 1. S 
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Die Summe der mit der Bahnlinie parallelen Theile des Drucks und 
des Reibungswiderstandes = F+9 E= E(G-+-y), mit der Richtung nach 
vorn, im Sinne der fortschreitenden Bewegung; 

Die Summe der auf der Bahnlinie senkrechten Theile des Drucks 
und des Reibungswiderstandes = E—gF= E(l—9G), mit der Rich- 
tung nach unten; 

und eben diese Ausdrücke gelten auch noch, wenn F' negativ ist; in welchem 
Falle die Tangente @ ebenfalls negativ ist und der Berührungspunct e, hinter 
den senkrecht auf der Bahnlinie stehenden Halbmesser fällt. 

Dreht sich die am Rade feste Achse mit demselben, so findet (Fig. 4) die 
Berührung an der obern Seite der Achse Statt; der Berührungspunct fällt bei 
positivem /" hunter, bei negativem F’ cor den auf der Bahnlinie senkrechten 
Raddurchmesser, und es findet sich: 

Die Summe der mit der Bahnlinie parallelen Theile des Drucks und 
des Reibungswiderstandes = F—gpgE = E(G —y), mit der Richtung 
nach corn, im Sinne der fortschreitenden Bewegung; 

Die Summe der auf der Bahnlinie senkrechten Theile des Drucks 
und des Reibungswiderstands = E+yF= E(1+9G), mit der Rich- 
tung nach unten; 

welche Ausdrücke auch bei negativem F in derselben Bedeutung, mit Rücksicht 


auf das Vorzeichen, gelten. 


$. 9. 


Bei rollender Bewegung ist ($. 1) für jeden Augenblick derselben: 


dx du 1 dx d?x „au ?+l? d’x 
ru= 7, daher y =; ge und rgat+k ee 7 
| 1 d’x ? + %k? 
Wird nun zur Abkürzung Ä statt PS” und s statt = gesetzt, und 


werden die Richtungen der Kräfte und ihrer Momente durch die vorgesetzten 
Zeichen gehörig berücksichtigt, so ergeben sich für irgend einen Augenblick der 
Bewegung, und zuvörderst für den Fall, dass die Rad-Achse am Körper des Fuhr- 


werks fest ıst, folgende 


(A.) Gleichungen der rollenden Bewegung 

des zweirädrigen Fuhrwerks: 
)) Kcs?— (P+20—D)ina—2 k—(P+20)X=V0, 
2) Ksn?2—(P+20-—D)cosa+2N == ®, 
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3) ncosd.K+eP—rsina.20—aD—(hP+23s0)X\ =, 


4) 2 E(G+y9)—2 R—20(sina+Ä) —(), 

5) — 2E(l—yG)+2N— 20cosa —V, 

6) 2rR—yo.2EY1+-G)—20(s—r)X =®, 
$. 10. 


Soll die rollende Bewegung gleichförmig sein, so ist dazu ein bestimm- 
ter Werth der Zugkraft X nöthig. Ein grösserer Werth von X würde die 
Bewegung beschleunigen, ein kleinerer verzögern. Bei gleichförmiger Bewegung 


i , . d’x a ’ 2 va ' 
ist die Beschleunigung FT also X gleich Null, von welcher Grösse auch die 


Geschwindigkeit derselben sei, und es sind die zu suchenden Grössen X, D, Rt, N 
E und G. Bei beschleunigter Bewegung ist K gegeben, und Ä statt ÄX zu su- 
chen, so dass die Zahl der Gleichungen, die Bewegung mag gleichförmig sein, 
oder nicht, zur Bestimmung der unbekannten Grössen in beiden Fällen nöthig 
ist, und ausreicht. 

Beginnt man mit der Auflösung der Gleichungen für die gleichförmige 
Bewegung, so geben die Gleichungen (4 und 6), indem X = gesetzt wird: 


( 


Zy(+G) =2Psina, 





7) FE(G+9— 


und wird nun zuerst « gleich Null angenommen, so hat man zur Bestimmung 


der Grösse @ die Gleichung 
go 


"= y(ı + 7), 


2 

aus Welcher für @ + p die zwei Werthe — y gel! 1a DE ne 
pro rl (! + y’— () ) 
denen, wegen der gegenseitigen Werthverhältnisse der Grössen r, g und p nur 
der mit dem obern Zeichen, wie es eben die Bestimmungsgleichung fordert, 
positie ist und daher der Aufgabe wirklich entspricht. 

Für eine horizontale Bahn hat demnach die Auflösung der Gleichungen 
der gleichförmigen rollenden Bewegung keine weitere Schwierigkeit, indem 
mittels des gefundenen Werthes von G alle übrigen unbekannten Grössen sich 





G+y9= 


folgen, von 


durch bekannte ausdrücken lassen. 


g* 
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$. 11. 


Wenn dagegen der Winkel « nicht gleich Null ist, so würde durch die 
Gleichung (6), welche die einzige quadratische der Gleichungen (A) ist, die 
weitere Ausführung der Rechnung ziemlich umständlich und unbequem werden, 
wenn man dieser Gleichung nicht ebenfalls die lineare Form geben könnte. 
Dieses ist indessen, ohne dass die Auflösung in dieser Form die Genanigkeit 
der Rechnung erheblich vermindert, dadurch möglich, dass G-++Y im Verhält- 
niss zug, füra = 0, wie der eben gefundene Ausdruck zeigt, und vermöge der 
Gleichung (7) auch für Werthe von «, wie sie beı geneigten Bahnen wohl vor- 
kommen, ein ziemlich kleiner, echter Bruch tt. 

Da namlich nach Taylor s Satze, für irgend eine Function fx von &, 
+3) =fre + .; +} an Br ist, so können, indem man Y(1-+ G?) 
—J[1+(y a ))] nach G+9% RENNER, die Quadrate von @-+ ver- 


an 


) (G-+y) oder a statt 


nachlässigt und es kann Y(L+Y’) — VA+y 


VAR T”, 
\(1-+@?) gesetzt werden. 


go 1—-yG 


n ya +y y die 


So findet man für «= O9 aus der Gleichung G-+y — 
got l-+ y *) 


Grösse G+9 = ,yA +2) +g%o 


a: 
nur sehr wenig zu klein, da ( ri ım Ver- 


hältniss zu 1 -+ y? jedenfalls eine sehr kleine Zahl ist. 

Auch beı beschleunigter Bewegung wird es, wenn A nicht verhältniss- 
mässig sehr gross, d.h. wenn die Zugkraft X nicht um vieles grösser ist als der 
zur gleichförmigen Bewegung erforderliche Werth derselben, gestattet sein, in 


| ö | n 1—-oG 
der Gleichung (6) die Wurzelgrösse Y(1-+ G*) durch den Ausdruck EST 


zu ersetzen; und überhaupt dürfte diese Annäherung, bei welcher überdiess, wie 
im Folgenden gezeigt werden wird, das Fehlende sich ohne Schwierigkeit ergän- 


zen lässt, nur in ganz ungewöhnlichen Fällen nicht völlig genügen. 


$.12. 


Wird zur weitern Entwickelung, nachdem die Gleichung (6) wie ange- 


seben auf die lineare Form gebracht ist, zur Abkürzung 


Be A BE | DEN u 
yargy)  # d 2E(G+y)= s 2E(l pG) 


gesetzt, so findet sich für die gleichförmige Bewegung, aus den Gleichungen 








H 
i) 
£ 
ı 
i 
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| (A) Du. 4) +Y=Kcsß—(P— Dysina, 
2) u. 5) /= K sın ? —(P— D) cos u : 
3) a(P—-D)=LbP -+rsna.20—n cos3,K, 


4) u. 6) Y— uZ=20sua; 
und durch Auflösung dieser vier Gleichungen, indem der der gleichlörmigen Be- 


wegung angehörige besondere Werth von X durch Y bezeichnet wird: 
(bP+rsin«-20)(sin« + ucose) + asin«-2() 





dee a(c0os? + usin/7) + nC0Ss ’(sin« + 1u.C0S «) , 
D=P (bP+rsin«-20) (cos? + usin?) —ncos?-20sin« . 
En a(cos ? + usin ?) + ncos 7(sin« + 1.C0S«) 
y_# (bP +rsin«-20)cos(x + 5) + (a + nsine)cos 3-20 sin« 
. a(c08 9 + usin?) + ncos 7 (sin« + 1C0S «) 
Z ()P-+rsina.20)cos(@ + )— (asin? +ncos?cose)2Qsin« 
a(cos I + usin?) + ncos F(sin« + u cose) 
sodann 
et rt ee 
1l-+y 1+y? . Z+y} 


und aus (4 u. 6) wird weiter 
2h=Y—-20sna= uZ, 
und aus (9) 
2N=Z+20cosa 
(BP +rsinae-20)cos(e + 7) + 20(acos(e + A) + ucosa(asin? + ncosPcos«)) 
ur SEE a(c08? + usin?) +ncosA(sine +ucose) 


I 


gefunden. 





$. 13. 


Für eine horizontale Bahn hat man nun, indem man « —= V setzt: 


m—i 


3 vr). 
m(c0S 9 + usin 7) + uncos /?‘ P, 
pe (1  (m—i)(cosf + usinf) ) . i(cos$ + usin$) + uncos 
rag m(c0S I + usin$) + uncos u m (05 3 + usinä) + uncos? ’ 
(m — Ü)cos$ 
. _ 2. ER Pr D 
2kh= mM(COS + usin?) + uncosd P=Feosß, 
(m — i) cos 5 
‘) a, 3 E ’ 
2N= m(cosh + u sind) + uncos?P + 2 0; 
2% Iryu (m — i) cos? > 
“7 1+g?° m(cos?+ usin?)+ uncos?” ’ 
n—=R BE I) 
OF — p—P  (m— cos? 





3, 


— 1+9° m(cos? + usin’) + uncos, 
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90 
ry(l+9g?°) 
po\? z . 

*2)) an die Stelle von Y(1-+ y?) tritt. 


4 


und diese Ausdrücke sind genau ($. 10), wenn ın der Grösse u = 


die Wurzelgrösse] (i > p’ —( 


Aber auch wenn die Neigung «& der Bahn nicht gleich Null ist, lässt sich 


nunmehr, nachdem die Ausdrücke der gesuchten Grössen unter der Annahme 

i 1—-y@G sh Yu ’ 
YA+G) = ya mn entwickelt sind, die Verhältnisszahl «4 so ändern, dass 
die Ausdrücke den Gleichungen (A) vollkommen genügen. 


Wird nämlich statt Y(1 +9”), welche die einzige Wurzelgrösse in den 
gefundenen Ausdrücken ist und allein in ‚u vorkommt, die Unbekaunte y gesetzi, 


so muss, wenn der Bedingungs-Gleichung (6) volles Genüge geschehen soll, 


1+@ — (' ni S), d.h. (Y’+Z%)y? — (1-+9°)Z° oder (1+ (7) )y= 1-+y? 


sein; woraus, wenn X,B,& Grössen sind, die kein « enthalten, 


Yy2 e2\ = 5) Ye EN q “2 ( O 2 
(8.) (8 +6 )Y +2 %,, — (1+9)6 (# 


r 





u ry *: r . a) f 0 .. r » 

folgt, da der Zähler von Y die Form kr + S)A, der Zähler von Z die Form 

GC. annımmt. 
Die hierher gehörige Wurzel y, durch welche, wenn sie in «ı an die 
Stelle von | (L-+ %°) tritt, die Auflösung der Gleichungen (A) für jeden Werth 
des Winkels « eollständıg und genau wird, ergiebt sich 
_1% sy (Br CH (7) 
- +6} (AH) V+&)-(7)) 
| ee 


und es ist ım vorliegenden Falle: 
= (b)P+rsiına.20)cos(a + P), 


20 
P— yypsin a cosd(a-+nsina), 


vw 2() v s D N 
G=1- 5 sina(asınd+ncosßcosa); 


wonach der Grad der Genauigkeit der obigen Ausdrücke auch für «a Z0, wenn 


. . - Fo . D 
’ Tach nerze In y Bu BE ha m 
man deren Verhältnisszahl «ı in der Bedeutung von VA+g®) beibehält, sich 


erınessen lässt. 


\Verden die im Verhältniss zur Einheit jedenfalls kleinen Gliedes u: 


go u . 
und (7 ) In dem angegebenen Ausdruck von y ausser Acht gelassen, so ıst 
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Hy 


kleiner als Y(1-++9?), aber urn so weniger > verschieden, je kleiner % 

2 ’ 4 po | 
gegen 6 ist, und das ergänzte «u Ist daher etwas grösser als Var) jedoch 
ist für gewöhnliche Fälle der Unterschied als unerheblich zu betrachten. 


Im Folgenden wird unter dem Zeichen «, wenn nicht ausdrücklich et- 
° { 0 
was anderes bemerkt ist, immer die Grösse ya +) verstanden werden. nn«l 


f,9 


eben so, mit Beistrichen, 77, YA i wi ) uuter 4,, us s, W. 


8.14. 


Für die beschleunigte Bewegung erhält man, indem wieder die Zeichen 


Y, Z und «ı wie im ($. 12) angewendet werden, aus den Gleichungen 


(A.) 1) und 4). +Y= Kcs$?— (P— D)sna— PX. 
1) und 5). —Z=Ksin? — (P— D)cosa , 
3) a«P—-D=C+(hP+2s0)X 


wo € statt bP+rsina. 20 — ncos?.K steht, 


I i Ei, 
4) und 6). Y—-uZ= 20(sin at: X). 
r 
Durch Auflösung dieser vier abgeleiteten Gleichungen ergiebt sich: 
Y a(K(cos? + usinf) — 2Q sin «) — C(sin« + 11C0S«) 
9, We u 
a (P+ 2° 0) +(kAP+2sQ)(sin« + uCc0S«) 
r 
(P+22Q0)C+(hP+ 25Q)(K (cos? + sin 9) — 2Qsin«) 


D nl P— s ’ 
a(P+2,0)+(hP-+ 250) (sin« + ucosa) 


uP(Ccos@ — aKsind)+ u(hP + 2sQ)Kcos(e+/P)+2Q9sin«(a P-+(AP-+2sQ)sin«) 
+27 -QaK cos? — Csin«) 
a(P+3 °Q)+( (kP+ s2Q))(sin@ + ucos«) 


_P+2 „Q)(Ceos @— aKsinA)+(hP+2sQ)(Kcos(@ + )—20Qsin«cos«) 


di PER EG 


a(P+ 2.0) +(kP-+2s0) (sin« + ucosc) 


und dann 


Z+Y Y Y- -gZ G Y—yZ 
1+9g? 


Yu 2 u . 
2E ’ F 1+g? » —Z+oY° 
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so wie ferner aus (4 u. 6): 


2R= Y—20(sna+ N = uZ+20( -r)X, 
und aus (5) 
2N=Z+20cosa, 

Die Ergänzung der Verhältnisszahl « lässt sich endlich eben so wie für 
die gleichförmige Bewegung ($. 13) bewerkstelligen; so dass die Auflösung für 
jeden Werth des Winkels « und der Kraft Ä genau ist. Indem man von 
den Zeichen X, B, & in dem Sinne wie in ($. 13) wieder Gebrauch macht, ist 
hier: 

Y= P(Ccosa— aksın?)+(hP+2sO)Kcos (a +P), 


3) 5 Ss = eG 
Y— (sin« («a P+(hP+2s0)sina) +-(aKcos$?— Csin a) 
BL e : r 4 
R 2 : ] pP ( ü FR MER " 
G=— , (sinacosa(h + 25 J)—;(Ceoesa— aKsın 3)) 


zu setzen. 


$. 15. 


\Wird in den für die beschleunigte Bewegung entwickelten Ausdrücken 
K=F gesetzt, so wird A=0, und es gehen, wie es sein muss, die übrigen 
Ausdrücke in die entsprechenden für die sleichförmige Bewegung ($. 12) über. 

Sollen. indem man A = /’-+. setzt, die diesen beiden Theilen von X 
angehörigen Theile der gesuchten Grössen von einander abgesondert dargestellt 
werden, so erhält man, wenn die dem Theile J” oder der gleichförmigen Bewe- 
gung zukommenden Theile zur Unterscheidung in eckige Klammern einge- 


schlossen werden, und wenn /7 irgend einen der Ausdrücke, welche X nur im 





Zähler enthalten, vorstellt: 


Dann ıst 








\ dH a(cos$ + usin?) + nCos’(sin« + 1. C0S «) 
‘A = .1 . j er ÖL, 
dH a(P+2,9)+(AP+ 25%) (sine +ucos«) 
ncos?(P+2 - Q)—(hP + 250) (cos? + u sin?) 
D=[D] + 6, 


a(P+ 2-0) +(hP + 2s0) (cose + usine«) 
1+gu)|(AP + 2sQ9)cos(e +) — (asin ? + ncos?cose)P| 


—ı - V|a(sin? — Y cos 7) + ncosd(cose — gsine)| 
, 
(1+y)la(P+ 2. 0) +(hP+ 2s())(sin« + ucos«)) 











f > ry u a > m .. 77 
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(u— g)((hP+ 250) cos(@ +) — (asin? + ncos ?cose) P) 
+ 2- Qla(cos ?+ g sin) +ncos (sine + cose)] 


2F=[2F]+ — n 
(1+y?) la (P+2; Q)+(hP+2s0)(sin«+ u cos. | 





u. Ss. W. 


Und wenn X sowohl ım Nenner als im Zähler eines gebrochenen Ausdrucks vor- 


7 











kommt, wieinG = E ergiebt sich 
r dF „dF dE 
4 -+ ei “ , I — — 
Lay f | IK‘ [E TR Kur 
\ dE dE il, 
[EI+ x? IEI(IEI+K®) 
oder, wenn die Glieder, welche «* als Factor enthalten, weggelassen werden : 
dF „dE 
Ö u ee, 
f I nt . 
LEI 


Für den Quotienten x findet man auf solche Art, wenn [3] den Zähler, & 


den Nenner der Grösse Z ($.12) und 3 den Zähler der Grösse Z ($.14) bedeutet: 


> 
rn 


Ss ö ’ 
(-- 1)([3]1 + 20.2cose) + ucose -,; 





R 
Sl + 2 () f 4 9 
(a(P+ 2- O)+(hP+2s0)(sin«+ ucos «))L2N]° 


(. — 1) (dP+(a+rsin )20)cos(e+P)+ ucosa[(h P+2s 0) cos («+ /) 
— (asin? + ncosfcosae)(P+20)]| 





R 
=|,|+20. - 
latP +20) +(hP + 250) (sine + ucose) | [2 N]? 


Bei steliger Abnahme von «# geht die beschleunigte rollende Bewegung 
. . . an . Fr . d’x du . 

nach und nach in die gleichförmig rollende über, bei welcher Fr; und Fr gleich 
Null sind; und da die Gleichungen (A) für jede unbekannte Grösse nur einen 
einzigen gültigen Werth geben, so ergeben sich füre = oder für K= 7 alle 
unbekannten Grössen ganz eben so, wie wenn zur Bestimmung der gleichförmi- 
’ ‚.d@zs du. } , 

gen rollenden Bewegung ursprünglich IP und gu den Gleichungen gleich Null 
angenommen würden ($.12). Der Fall, in welchem diese beiden Beschleunigun- 
gen zugleich Null sind, gehört daher eigenthümlich der gleichförmigen rollen- 


den Bewegung an, obgleich die Gleichungen für diese Bewegung eigent- 


" f dx r 
lich nichts enthalten, was die Bedingung gzru ausdrückt, und es kann 


hieraus der Schluss gezogen werden, dass nur beim Rollen des Fuhrwerks die 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd, XLVI, Heft 1. g 
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beiderlei Bewegungen, die fortschreitende und die drehende der Räder, zugleich 


gleichförmig sein können ($. 24). 


$. 16. 


Wenn die Achse an den Rädern, statt am Körper des Fuhrwerks, wie es 
die Gleichungen (A) voraussetzen, fest ist, so tritt ($. 8) in der Gleichung (4) 
G—y an die Stelle von @+9, und in der Gleichung (5) 1+9G an die Stelle von 
1—yG; oder es ändert der Coeflicient p in diesen beiden Gleichungen sein 
Vorzeichen, während das Vorzeichen in der Gleichung (6) ungeändert bleibt. 


Die für a = O aus (4 und 6) hervorgehende Gleichung 
fo R 
G-y= , (146°) 
1 ol +4 u 
— ro: 
VER her 
zu g jedenfalls klein ist, so dass bei der Entwicklung von YIH+GY)=]Y[1+(ptG-%)?] 
nach G—y die Quadrate von G—g ausser Acht gelassen werden können, und 


p ö I+yoG . 
Vdra) (G— 9) = Va+gı) als angenäher- 


ter Werth an die Stelle von Y(1+@°) gesetzt werden kann. 


giebt dann —Y welcher Bruch im Verhältniss 


in der Gleichung (6) YA+y)+ 


Wird hierauf ferner 
9 _ wieder = u , 2E(G-y)= Y 2E1+Y6)=Z 
ry(l+g‘) 

gesetzt; so findet die Entwicklung der Gleichungen (A), sowohl für die beschleu- 
nigte als für die sleichförmige Bewegung, wie auch die nachträgliche Ergänzung 
der Wurzelgrösse | (+9), durch welche die Ergebnisse der Rechnung genau 
werden ($. 13 u. 14), ganz eben so Statt, wie ım Vorigen gezeigt ist. Diese Er- 
gebnisse werden daher auch zu den nemlichen, wie in dem zuerst vorausgesetzten 
Falle; nur mit dem Unterschiede, dass der Coelfficient 9, welcher in wu ungeän- 
dert bleibt, so weit er in die entwickelten Ausdrücke für sich eingeht, das ent- 
gegengesetzte Vorzeichen bekommt. Das in der Gleichung (8) vorkommende 
behält, weil es von «ı herrübrt, ebenfalls sein Vorzeichen ungeändert bei. 

Da unter diesen Ausdrücken nur die von 2E und von 2 F oder G den 
Coelficienten g anders als in « enthalten, so folgt, dass die Grössen /’, A, D), R, N 


nicht davon abhangen, ob die Achse an den Rädern, oder am Körper des Fuhr- 


werks fest ist, (diese Unabhängigkeit ist nur insofern nicht vollständig, als die 
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Grössen P, Q und k oder s nicht in beiden Fällen ganz die gleiche Bedeutung 
haben ($. 7).): dass dagegen diese Verschiedenheit in der Verbindung der Theile 
auf die Grössen E, Fund G einigen, auf F jedoch nur einen unbedeutenden 
Einfluss hat. | 

Die Tangente G und der Theildruck F sind, wenn die Achse an den 
Rädern fest ist, als positiv, ım andern Falle als wesentlich negativ zu betrachten, 
und die Berührung zwischen der Achse und ihrem Lager wird daher bei rollen- 
der Bewegung ın beiden Fällen gewöhnlich Aunter dem auf der Bahnlinie senk- 


rechten Raddurebmesser Statt finden ($. 9). 


$. 17. 


’ 


Die Kraft, welche nöthig ıst, um das Fuhrwerk im Zustande der Ruhe 
in welchem die Widerstände der Bewegung nicht thätig sind, zu erhalten, ist 
eine andere als die Kraft 7’, welche zur Erhakung desselben im Zustande der 
gleichlörmigen Bewegung erfordert wird. 

Die Gleichungen (A), welche für A = 0 die Bedingungen der gleichför- 
oehen ın 


ke) 


migen Bewegung oder des Gleichgewichts der Bewegung ausdrücken, 
die Gleichungen des Gleichgewichts der Ruhe über, wenn man in ihnen den 
Reibungs-Coelficienten = 0 setzt, wodurch auch R = 0 wird: und eben so 
ergeben sich die Unbekannten des Gleichgewichts der Ruhe, wenn man in den 
aus den Gleichungen (A) für X = 0 abgeleiteten Ausdrücken ($.12u.13) p und 
«ı gleich Null annımmt, 


So erhält man, indem man die Unbekannten für den Zustand der Ruhe 


mit 7°, DP, u. s. w. bezeichnet: 
DP+(a+rsin«)2 ( 


— Er - sIn« 
/ (a + nsin«) cos? e 
p (a—b+nsine) + (n—r)sin«.2( 
Sr atnsin« 
’ bDP +(a-+rsin«)20 
2N’ = — . .cos(a+P), 
(a + nsin«)cos« | 
2° (bP+rsin«.2Q)cos(e + 7) — (asin?+ 008 /7c0S«)sin«.2( 
u.  (a+nsine)cos/? i 
2/"=20sina. 
$. 18, 


Um das Fuhrwerk aus dem Zustande der Ruhe in Bewegung zu setzen, 


muss die Kraft X 


grösser sein, als die zur gleichförmigen Bewegung erforderliche 


A 
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Kraft 7, und eine solche grössere Kraft- Anwendung muss so lange fortdauern, 
bis das Fuhrwerk diejenige Geschwindigkeit erlangt hat, mit der es gleichförmig 
sich bewegen soll. 

Die Beziehungen zwischen der vom Anfange der Bewegung an verflosse- 


1x 


nen Zeit f, der Geschwindigkeit Fr und dem zurückgelegten\WVege x, ergeben sich, 


bei beschleunigter Bewegung, für jeden Augenblick derselben, die Kraft X ınag 
beständig sein, oder, wie es bei thierischen Zugkräften der Fall ist, von der Ge- 
ehwinlicheis ihnen: Ausce d te I u re ee de _ Y 
schwindigkeit abhangen, durch doppe te ntegration der Gleic ung 7a =5N 
ın welcher für A der entsprechende, ım Vorigen entwickelte Ausdruck und für 
K der gegebene Werth der Zugkraft oder die bekannte Function der Geschwin- 
digkeit zu setzen Ist. Bei gleichförmiger Bewegung ist der zurückgelegte Weg 
gleich dem Product der beständigen Geschwindigkeit in die Dauerzeit der Bewe- 
. u ’ or > ii in dx 
sung. Die Winkelgeschwindigkeit z der Räder folgt aus der Gleichung ru 


bee) 
Ä 


eje 


Ist \ negativ, oder A kleiner als 7, so erfolgt eine Abnahme der vorhan- 
denen Geschwindigkeit, bei deren Fortdauer die Bewegung zuletzt aufhört. 

Aus dem Zustande der Ruhe kann das Fuhrwerk, nach Massgabe der 
Grösse und Richtung der Zugkraft A, ın die Bewegung rückwärts übergehen, beı 
welcher nämlich die der Einrichtung des Fubrwerks gemäss zum Vorausgeheu 
bestimmten Theile desselben nachfolgen, und die Gleichungen (A), so wie 
sämmtliche aus ihnen abgeleiteten Ausdrücke, finden ebenfalls auf die Bewegung 
rückwärts Anwendung; nur ist dabei zu beachten, dass, indem die Richtung des 
Weges nun in dem Sinne genommen wird, welcher dem der zuvor angenomme- 
nen Bewegung vorwärts entgegengesetzt ist, die Vorzeichen der Abstände ı, m 
und c, a, ö, welche sich auf diese Richtung beziehen, so wie den Bestimmungen 
des ($. 7) gemäss, die Vorzeichen der gleichfalls auf diese Richtung bezogenen 
Winkel « und 3, zu ändern sind. So entspricht der ansteigenden Bewegung 
vorwärts die absteigende rückwärts, und der absteigenden Bewegung vorwärts 


die ansteigende rückwärts, 


$. 19. 


In Bezug auf die Ergebnisse der Auflösung der Gleichungen (A) mögen 


noch folgende weitere, zunächst sich darbietende Bemerkungen hier ihre Stelle 


finden. 











® 
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Da der Coefficient f der Reibung zwischen dem Boden und den Rädern 
in die Gleichungen der rollenden Bewegung und in die daraus entwickelten Aus- 
drücke nicht eingeht, so hat die absolute Grösse dieses Coellicienten, oder die 
Gattung des Stoffs, aus welchem die Bahn besteht, und die besondere Beschaf- 
fenheit der letztern, an sich keinen Einfluss auf diese Bewegung; wenn nur über- 
haupt die Reibung stark genug ist, um eine rollende Bewegung möglich zu ma- 
chen ($. 2), und übrigens die Beschaffenheit der Bahn den der Rechnung ($. 4) 


zum Grunde gelegten Voraussetzungen entspricht. 


| Br. | | 
Die gegebene Gröses—=r+ „ Ist nur ın den Ausdrücken, welche der 


beschleunigten Bewegung angehören, enthalten und kommt in jenen für die 
gleichförmige Bewegung, so wie auch der Abstand Ah in den Ausdrücken für die 
gleiehlörmige Bewegung auf horizontaler Bahn, nicht vor. Daher ist dıe gleich- 
förmige Bewegung vom Trägheitsnomente der Räder, und eben diese Bewegung 
auf horizontaler Bahn, vom Abstande zwischen dem Schwerpuncte @ und der 
Bahnlinie unabhängig. 

Wie die Ausdrücke ($. 13) zeigen, ıst das Gewicht 20 der Räder bei 
horizontaler Bahn nur insofern von einigem Einfluss auf die gleichförmige Bewe- 
sung, als es durch Vermehrung des Drucks des Fuhrwerks auf den Boden die 
rollende Bewegung leichter möglich macht, und es hangt der Druck PD auf die 
Unterstützung vor der Achse, welcher weder zu gross noch auch negativ werden 
darf, hauptsächlich von dem Gewichte P und von dem Abstande 7 oder c zwi- 
schen dem Puncte, in welchen das Rad die Bahn berührt, und der Verticallinie 
durch den Schwerpunct @ ab. 

Für den Winkel 3, welcher dieKraft/’zu einem kleinsten macht, findet sich 


a 
— A.) 7 
| "atn(sin«+ ucose) 


7 


4 


t nahe = 11. 


oje 


Der Neigungswinkel «, unter welchem ein mit irgend einer Geschwindig- 
keit sich abwärts bewegendes Fuhrwerk diese seine Bewegung von sich selbst, 
ohne der Beihülfe einer äussern Kraft zu bedürfen, gleichförmig. beibehält, er- 
giebt sich aus der Gleichung 7’ =, d.h. 

()P-+rsina.20) (sin «+ ucosa) + asına. 20 =. 
Sie giebt, in der Voraussetzung, dass bei einer Aenderung des Winkels « jede 
der übrigen als gegeben angenommenen Grössen beständig den gleichen Werth 


behalte: 


ee 3lı-Vo-]= SH ref, 
wo 5 statt (R—/) ne 
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2% statt (m—i+ ulh—D)) P+(m-+ ur)20 und 
K statt ulm—ı)P 
steht. Ist die Bahn stärker geneigt, so muss das Fuhrwerk auch aus dem Zu- 
stande der Ruhe von selbst in beschleunigter Bewegung abwärts rollen und einer 
bestimmten Beschleunigung ebenfalls ein gewisser Werth des Neigungswinkels « 
entsprechen, den man mittels entwickelten Ausdrucks von X findet, wenn in 
ihm die Kraft A’ gleich Null gesetzt wird, 


fo 
N Yenocn — = plr N 2. 1 2) ge N > an En 
Die Gröse u = VA +gep> We Iche je nach dem Werthe des Coefficien 


ten g und dem Verhältnisse, ın welchem die Halbmesser der Räder und der 
Achse zu einander stehen, ein kleiner ächter Bruch ist, kann im Wesentlichen 
als dem mechanischen Effecte, den die Räder der Fuhrwerke leisten. umgekehrt 
proportional betrachtet werden, und sie wird im Folgenden der Rad- Effect- 


Exponent heissen. 


Gleitende Bewegung. 


G. 20. 
| ET  ERRREN h | 
Wenn der Coefficient / kleiner als vıst, die rollende Bewegung, anl 


welche /{ und A sich beziehen, mag je nach dem Werthe der Zugkraft A be- 
schleunigt oder gleichförmig sein, so kann die Bewegung nicht rollend, sondern 
nur gleitend, oder theilweise gleitend sein ($.2), und die Gleichungen(A) können 
auf dieselbe keine Anwendung finden. 

(B.) Die Gleichungen der theilwerse gleitenden Bewegung 
des zweirädrigen Fuhrwerks ergeben sich, indem man die Voraussetzungen und 
Folgerungen ($. 8), so wie die Bezeichnungen ($$. 7 u. 9) hier wieder anwendet 


I? du 
d zur Abkürzunes U statt — — 
und zur A O T Bag 


am Körper des Fuhrwerks fest angenommen wird. Für jeden Augenblick der 


schreibt, wenn die Rad-Achse zuvörderst als 


Bewegung ıst: 
I) Kos —(P+20—D)sna—f.2N—(P+20)X\=V, 
2) KAsn#5— (P+20—D)cosa+2N VÖ, 
3) n cosd.K+eP —rsina. 20 — aD— (hP+2rO)A—20.1 —=®, 


4) 2E(G+y)—/2N—20(sna+AÄ) u, 
) —2 El — (4 G)+2N—20cosa =—=o0, 
6) /r.2N—ge.2EY1+C)—20.U —(), 
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$.21. 


Nach Analogie der rollenden Bewegung werde in der Gleichung (6), um 


ieli ER Ft A (146% und „an ie i 
sie linear zu machen, 7] 4 43) statt) (l+ @°) un« ‚yA+gs) (4, so wie in 


den Gleichungen (4, 5,6) 2E(G+y)= Yund2El+Y9G)=Z gesetzt. 


Wird dann die fortschreitende Bewegung wieder zuerst als gleichförmig 


vorausgesetzt, was A = 0 giebt, so sind die sechs Unbekannten A, D, N, E,G 
und U zu suchen und man erhält 

aus (l u. 4) Y= Kcosß?—(P— DJsina , 

aus (2 u. 5) — Z=Ksn? — (P— D)cosa , 

aus 3,5u.6) a(P—D) = bP+2r((sina+ fcosa) — ncos?K + (f— JrZ, 
aus (4 u. 9) Y— /Z=20(sina-+ /cosa). 


Hieraus ergiebt sich, wenn 7/7 den der gleichförmigen, fortschreitenden 
Bewegung entsprechenden Werth von Ä bedentet: 
k bP+(a+r(sin« + uc0se))20 
F = (aa oe) a „ r ._ ; 
mu /J /J /J Eu ER UL ß J 
“a(c0s 5 +fsin 9) +n cos F (sine + fcosae)— (S—u)r cos(et+/) 
D p bP(cos? + fsin?) + 20 (sin« + fcosa)|r (cos? + usın 7) — ncos 7] 
nal a(cos? +fsin?) + ncos} (sin« + fcose) — (f— u)rcos(« + 7) 
Fb Peos(«+P)+20 (sin« + fcos «) [r(a+ nsin«) cos? + u |r cos(a« + 7)] 


vo a(cos? + fsin 5) + ncos (sine +fcose) — (f— u)r 608s(e« + 7) 
r bPeos(@e + 5) — 209 (sin«e + fcose) [asin#? +ncos ?cosae—rcos(« + 7) | 
Ba a (cos? + fsin ?) + ncos (sin « +fcose) — (f— u)reos(e +5) ’ 
und ferner 
ER Inch Ad a ut I — Y-gZ 
. 1+y? ’ 1+y? d ”"— Z+g) 2 


wie auch aus (5), 
2N =Z+20cos«, 
und aus (5 u. 6) 
20.U=r((f— u)Z+ fcosa.20). 
Diese, vorerst angenäherten Ausdrücke werden genau, wenn man die 


ß 
09 


Wurzelgrösse Y (I + 9°) ım Exponenten 4 = VA+g%) durch die aus der Glei- 
chung (Y?+Z°)y”= (1+9°)Z° entwickelte Wurzel y, wie bei der rollenden 
Bewegung ($. 13) ersetzt; so jedoch, dass 

Y=20(sina-+ fcosa)rcos(a + Me 


bPcos(@« +7 20,. R 
B— f— — 4 h (sına-+ fcosa)(a + nsın a) cos, 
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bPcos(«e +7) 20 
DZ — = - se, — E v “ ) [7 A v * I 
6= yj -Z (sina+ fcosa) (asın $d + ncos? cosa— rcos(a-+ P)) 


oesetzi wird. 


$. 22. 


Wird allgemeiner die theilweise gleitende Bewegung als eine beschleu- 

nigte und A als gegeben betrachtet, so geben die Gleichungen 
(B.)(1 u. 4) Y=Kco#—(P—D)sna— PX, 

(2 u. >») —Z=Ksn?— (P— D)cos« , 

(2,3,5 u. 6) (a—(/— w)reosa) P—-D)=C—-(f-w)rKsind+(hP+2rO)X, 

(wo GstattöbP+2r() (sina+fcosa) — ncosß.&K steht), 

(4 u.5) !’— /Z=20(sna+/cosa+Ä), 

Hieraus findet sich 
lalcos 3 +fsin I) — (fu )reos(e + F)] K— (sinat+feose)| C+(la—(f—u)rcose) 20] 


a la—(f— u)rcose|(P+20)+(hAP+2r0)(sin« + fcos«) ’ 
N ' (P+20)]C—-(f— w)rKsin 7]+(AP+2r 0) [K (cos? +fsin?)—20 (sin«e+fcose) | 
m la—(f— u)rceose|(P+20)+(AP + 2r0)(sin«+fcos «) ; 


fP(Ceose — aKsin$) +f(hP+?2r V)Kcos(« + Pf) 
+20(aKcos?) — Csin«e — (f— u) rK cos (e + P) + (sine + fcos «) 
x (a— (f— ıwW)rcosea)P— (khP-+?ro)sin«)]| 


Em (a— (f— u)rcose)(P +20) + (hAP+ 2r 0)(sin« + fcos«) ur?" 
2. (P+20)(Ccos@ — aKsin?) +(kRP+2r0)[Kcost« +9) —20 c0s «(sin @+fcose)] 
u (a—(f— ıW)rcose)(P +20) +(hP+2rV)(sine + fcose) 
Auch ıst wieder 
2E—= — „ou 
+4 1» 7 Z-+ Y } 


und vermöge ($) 
2N =Z-+20cosa , 
so wie aus (d u. 6) 
20.U=r(f— w)Z+/cosa.20). 
Um die gefundenen Ausdrücke genau zu machen und die Auflösung der 
Gleichungen (B) zu vervollständigen, hat man die Wurzelgrösse Y (1 -+- °) im 


Exponenten ‚u auf gleiche Weise wie bei der rollenden Bewegung ($. 13) zu er- 


gänzen; und zwar ıst hier 
A.=2r0(Kcos(a+P)-+ Pecosu(sına+ fcosa)), 


Be; ER ‚hP+?2rV,- R 
N — j Kr (Gcuso — (| IN sın >) +/ ’ K cos(a + ID 


A 
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20 ’ cc ” 
+ (aKcosß— C sina— fr Kcos(a + }) 
+ (sina + fcosa) [(a — freosa)P—(hP+2rQ)sina], 
.„ . P+20,, u Feen a 
=, "(Ccosa— aKsın?)+ TB [Xcos(a+ 2) —20cosa(sinatfcosa) ] 


zu setzen. 


23. 


UN 


Wird in den Ausdrücken der Zugkraft Ä ($.22) der Werth 7 für gleich- 
förmig fortschreitende Bewegung ($. 21) gegeben, so wird A\=®, und es 
müssen sämmtliche Ausdrücke des ersteren Paragraphen in die entsprechenden 
des letzteren übergehen. 

Wenn die Achse an den Rädern fest ist, so ändert der Coefficient $ sein 
Vorzeichen in den Gleichungen (B, 4 u. 5), und behält es in der Gleichung (6 
$. 16) bei; was zur Folge hat, dass auch in den Ergebnissen dieser Gleichungen 
das Vorzeichen des Coefficienten p, soweit er für sich vorkommt, nicht aber im 
Exponenten «, selbst nicht im ergänzten «u, zu ändern ist. 

Von allen aus den Gleichungen (B) abgeleiteten Ausdrücken, sowohl für 
beschleunigte, als für gleichförmig fortschreitende Bewegung, enthalten aber 
nur die Ausdrücke von E, Fund G das g anders als in «u, und es folgt daraus, 
dass nur auf diese letzteren, nicht aber auf die übrigen Ausdrücke und die Grös- 
sen, welche sie vorstellen, der Umstand, ob die Achse an den Rädern oder am 
Körper des Fuhrwerks fest ist, einigen Einfluss hat. (Man vergleiche die An- 
merk. zu $. 16.) 

Für das Gleichgewicht der Huhe ergeben sich die Ausdrücke aus denen 
(9.21), indem man fund, also auch, gleich Null setzt; eben so wie sie aus den 
Ausdrücken für die gleichförmig rollende Bewegung ($. 17) hervorgegangen sind. 


A u ui ‚ R 
Die Geschwindigkeit Fr der fortschreitenden Bewegung des Fuhrwerks, 


und die Winkelgeschwindigkeit u der Räder in irgend einem Augenblicke der 
B finden sich durdl ion der Gleichungen =? = gX und “# 
ewegung Iınden sıch durch Integration der Gleichungen ger 5A ud 


4 T * Dos r 7 . . ET . 
= 1a U, ın welchen für X und U die diesen Grössen entsprechenden Ausdrücke, 
[7 


und zwar für U, je nachdem die fortschreitende Bewegung gleichförmig oder be- 

schleunigt ist, der Ausdruck (8. 21) oder der ($. 22) zu setzen sind. Den zu- 

rückgelegten Weg & giebt dann eine zweite Integration der ersten dieser bei- 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XLVI. Heft 1, 10 
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den Gleichungen. Die bei der Integration hinzukommenden Constanten hangen 
davon ab, ob das Fuhrwerk aus der rollenden Bewegung, oder aus dem Zustand 
der Ruhe ın die gleitende Bewegung übergeht. 

Wenn sina+/cos«=V0 oder ig« = — f ist, so erhält man”—=0; woraus 

: R a 0 

lolgt, dass, wenn / kleiner als der Quotient 7, der gleichförmigen rollenden Bewe- 
sung und die Bahn stärker geneigt ıst, als unter dem der Gleichung ge = — f 
entsprechenden Winkel «, beim Bergabfahren die theilweise gleitende Bewe- 


sung des Fuhrwerks ohne Mitwirkung einer äussern Zugkraft von selbst sıch be- 


schleunigt. 
$. 24, 
Werden in der Gleichung U = (s—r)X, welche aus der Bedingungs- 
j dx . u , : . 
gleichung der rollenden Bewegung ru = 7; ($. 9 u. 20) folgt, für U und X die 


' } R : 
entsprechenden Ausdrücke ($. 22) gesetzt, so findet sich daraus f= x, gleich 


— 
C 


dem Reibungsquotienten für beschleunigte rollende Bewegung; und eben so 


ergiebt sich aus der Gleichung ÜU=0, wenn U den bezüglichen Ausdruck 
($. 21) bedeutet, / gleich dem Reibungsquotienten x; für gleichförmige rollende 


Bewegung. Umgekehrt müssen die abgeleiteten Ausdrücke ($. 22), wenn man 


in ihnen statt / den Keibungsquotienten 1; für beschleunigte rollende Bewegung, 


und eben so die Ausdrücke ($. 21), wenn man in denselben statt / den Quotien- 


R 


ten |, für sleichförmige rollende Bewegung setzt, in die entsprechenden Aus- 


drücke der beschleunigten oder gleichförmigen rollenden Bewegung übergehen; 
so dass die Gleichungen (B) von allgemeinerer Bedeutung sind, als die Gleichun- 
gen (A), und die rollende Bewegung zugleich als einen besondern Fall in sich 
begreifen. 

Die beiden Gleichungen A=0 und U=0 , A und U in Bezug auf 
die theilweise gleitende Bewegung genommen, führen daher, in Verbindung mil 
den Gleichungen (B), nothwendig nur auf die Ausdrücke der gleichförmigen rol- 
lenden Bewegung, und dadurch zu dem Schlusse, dass bei theilweise gleitender 


Bewegung die fortschreitende des Fuhrwerks und die drehende der Räder nicht 


(ir 
_ 
\ 


zugleich gleichförmig sein können. 
ı « Ä 
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Werden die Ausdrücke für beschleunigte, theilweise gleitende Bewegung 


. rg RR. ; 
($. 22) (indem man u = VA+g) oder unabhängig von / annimmt), nach 


f differenturt, so findet sich: 


dX IT d(2N) d(P—D) n 
af — — [a+r(sina+ucosa)] ; m?’ re u df cosa=-(h-r)Pcosa 7, M:’ 
20 dU | 7 


fr = [a(P+20)+(hP+27r0) (sina-+ wucosa)) yp, us f.; 


wo M den Nenner dieser Ausdrücke bedeutet oder 
— [a — (f— W)rcosa](P+20) + (hP-+2rO)(sina + fcosa), 
und 
N=(P+20)|[(bP-+(a-+r (sina+ (1c0sc))2Q0) cose — (a sınd+-ncos?cos«e)K] 


+ (hP+2r0)Kcos(« + PP), 
also 
or Mecos(@ + A)|BP + (atr(sine + 1608) )2 0] 
— alcos$+fsin?) + ncos$ (sine +fcose) — (f— u)rcos(e + 9) 


dAX | dU 
df als wesentlich 72€ gatıw, af 


betrachten, so dass bei abnehmenderm / die Grösse X zunimmt, U dagegen eber- 


falls abnimmt. Es ıst 
dV —_ IP +l(a+r(sinc+: uc05«))20]cos(a+ Ala-+r(sin« + ucos«)] 


fürrKXK= IN 


ist. Man kann hiernach als wesentlich positiv 


Be; la(cos? + fsin, 3) + ncos A(sine + fcose) —- (f-u)r cos(@ + P)]? 


> 


wesentlich positiv, und 7” nimmt mit f zugleich ab und zu. 


$. 25. 


Werden ferner die Verhältnisse, welche das Entstehen der rollenden und 
der gleitenden Bewegung im Allgemeinen bedingen, in nähere Erwägung gezogen 
($. 2), so ergeben sich in Bezug auf die theilweise gleitende Bewegung folgende 


weiteren Schlüsse. 


’ i i R . 
Da der Coefficient von e in dem Ausdrucke des Quotienten N ($. 15) als 


positiv zu betrachten rt ‚ (bei positivem e) > KH ist, so kann bei beschleu- 


nigter rollender Bewegung Ka als beı sleichförmiger ein Gleiten der Räder 
vorkommen. 


Bezeichnet X; denjenigen Werth der Kraft A, welcher den Keibungs- 


- R N ER 
quotienten x für beschleunigte rollende Bewegung dem Coelflicienten / gleich 


10* 
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.. R . 4 ® .. . v - 
macht, so drückt, da y mit Ä zugleich wächst und abnimmt, A, K oder 
RK K,, eben so wie />x; die Bedingung für das Entstehen der rollenden 


Bewegung, und A;,<K oder K> A,, eben so wie/<n; die Bedingung 


für das Entstehen der theilweise gleitenden Bewegung aus. 
R(CfI2N] — [2R]) 


A;findetsch= F/+ — 
(-—1) E.20 +(u—f) 


43° 
dK 
; ’ s 

wenn N den Nenner a(P ai, 0) +(hP+ 250) (sin«-+ tcos«) der Aus- 
drücke ($. 14) bedeutet, und die Zeichen 7°, [2], [2A], e und 3 in gleicher 
Bedeutung wie ın ($. 19) genommen werden. 

Wenn, während das zweirädrige Fuhrwerk durch dieWirkung einer bestän- 
digen Kraft A, welche grösser ist als der Werth von 7 ($.12), sich in beschleu- 
nieter rollender Bewegung befindet, der Coeflicient f kleiner wird als der Quo- 
N Er 
tient „; der rollenden Bewegung, ohne dass Ä sich ändert, so muss dadurch die 


Beschleunigung der fortschreitenden Bewegung stärker, die der umdrehenden 
Bewegung aber schwächer, oder die Bewegung therlweise gleitend werden. 
Nimmt / weiter ab, beı einem solchen Werthe von Ä, so wird U gleich Null, 


für einen Werth von f, der sich aus den Gleichungen (B) ergiebt, wenn man 


in ihnen U =# setzt, und welcher dem aus den Gleichungen (A) hervorgehen- 
R 2 
den Quotienten x, gleich ist, wenn man in ıhm s=r setzt. Die umdrehende 


Bewegung der Räder ist dann gleichförmig, während die fortschreitende an Ge- 
schwindigkeit fortwährend zunimmt; wodurch die Bewegung des Fuhrwerks 
immer mehr gleitend wird. Durch weitere Abnahme von / wird U negativ, oder 


die umdrehende Bewegung wird zu einer verzögerten, so dass sie zuletzt ganz 


ek © 
aufhört und die Bew egung ganz gleitend wird. 
Eben so muss, wenn beı gleichförmiger rollender Bewegung der Coefti- 


R 


cıient / kleiner wird als der Quotient % dieser Bewegung, wodurch U einen ne- 


. 


gativen Werth erhält, die umdrehende Bewegung langsamer werden und die 


bewegung des Fuhrwerks nach und nach in eine ganz gleitende übergehen. Die 


fortschreitende Bewegung wird in Folge dieses Herabsinkens von f unter „, be- 


schleunigt und kann nur gleichförmig bleiben, wenn auch die Zugkraft Ä ver- 


« 


hältnissmässig abnımmt. 
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. > , y 
Auch wenn die rollende Bewegung des Fuhrwerks nach Massgabe des 


Werths von Ä eine verzögerte ıst oder X und U negativ sind, muss, wenn f 


| | RR. u | 
kleiner wird als 7, die Bewegung theilweise, und zuletzt ganz gleitend werden. 


Bei theilweise gleitender Bewegung und beständiger Zugkraft ist demnach, 
wenn die Räder sich gleichförmig drehen, die fortschreitende Bewegung eine 
beschleunigte, oder wenn die letztere gleichlörmig ist, die umdrehende Bewe- 
gung eine verzögerte, 

Ein negativer Werth von U kann nur dazu dienen, eine vorhandene Um- 
drehungsgeschwindigkeit zu vermindern und nach und nach ganz zu vernichten. 
Die hiezu erforderliche Zeitdauer ergiebt sich aus dem Integral der Gleichung 


du _ & N 


dt ii 


Räder die der rollenden entgegengesetzte Richtung annimmt, und nur wenn { 


Er kann aber nie die Wirkung haben, dass die Umdrehung der 


oO 


einen positiven Werth hat, kann eine umdrehende Bewegung, sei es aus dem Zu- 
stande der Ruhe, oder aus dem der ganz gleitenden Bewegung, wirklich entstehen. 

Von dem Augenblicke an, in welchem die Umdrehung der Räder ganz 
aufhört und die Bewegung nur noch fortschreitend ist, treten wieder andere 
Verhältnisse ein, und es beginnt ein neuer Zeit-Abschnitt der Bewegung. Der 


Coefficient g, welcher nicht mehr mit seinem vollen Werthe zur Anwendung 


kommt, tritt nämlich nun, wie bei der rollenden Bewegung der Coefficient f, von 


welchem nur ein, dem zu bestimmenden Quotienten N gleicher Theil erforderlich 


ist und thätig wird, als unbekannt auf, und erhält seine Bestimmung durch die 
Gleichung (BD, 6), in welcher U beständig gleich Null ist, d. h. durch die 
Gleichung 
(/- 4)Z+ fcosa.2() =, 
welche, da der hier anzuwendende Ausdruck von Z ($. 22) im Zähler weder « 
noch g enthält, nur den zweiten Grad erreicht, selbst wenn das ergänzte «ı ın 
Rechnung gebracht wird. Und der so bestimmte Werth des Coefficienten g 
wäre auch bei der Bewegung von der Stelle aus ın Anwendung zu bringen 
wenn durch den vollen Werth desselben die Grösse U negatıv sich ergeben sollte. 
Wenn f= 0 ist und die Bewegung aus dem Zustande der Ruhe anfängt, 
so ıst sie ebenfalls ganz gleitend, oder die Winkelgeschwindigkeit wu beständig 
gleich Null, und in den Gleichungen (B) und deren Ergebnissen ist in diesem 
Falle, ausser f, auch p und « gleich Null zu setzen; nicht aber, wenn /= 0 
wird, nachdem die Räder bereits in drehender Bewegung sich befinden. 
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$. 26. 


Die Bewegung mit gesperrten Rädern, welche sowohl beschleunigt als 
gleichförmig sein kann, macht endlich noch einen weitern Fall der ganz gleiten- 
den Bewegung aus. Dieser Fall, in welchem das ganze Fuhrwerk nur ein ein- 
ziges System fester Kun bildet, und für welches die Gleichungen (B 4, 5 
und 6) wegfallen und die Zahl der zu bestimmenden Unbekannten auf drei, näm- 
lich X, D, N oder K, D, N sich beschränkt, erfordert eine besondere Auflösung 
der Gleichungen (B, 1,2 u. 3), ın welchen Ü=P0 ist. Man findet für die be- 
schleunigte Bewegung: 

Be laccos?+fsin ?) +nc0sA(sin«e+fcos«e)] K— (sin c+ feosa)[bP+ (a+rsina)20] 
TR aP+ +20) + (ina+foose)(hP-+2r0) Be 
(P+20)(dP-+rsine.20—n608S5.K)+(hP-++2r0)[ Kleos$+fsin 9)—20(sine+fcose)] 
D=P- a(P+20) + (sine + feose)(hP + 2r 0) \ ee 
9, . (P+20-+) I(dP+(a+rsine)20)cose — (asin9+ncos Peose)K ]+(hP+2rQ)Kcos(e+P) 
er a(P+ 20) + (sine + fcose)(hP+ 2r0) ’ 
und für die gleichförmige Bewegung: 
ö (sine + fcose)[bP+(a+rsin«)20] 
ge: "  a(cosA '+fsin, 7) + ncos 3 (sin « +fcose) ’ 
D-P (bP-+rsin«. BOHeRe, ’ +fsin d)— Bub nehtua braun) und ht. 
ER a(cos? + fsin d) + ncos (sing + fcose) ® 
cos(e+ A)[PP+(a+rsin«e)20] 
a(cosA+fsin, ?) FnCos 3Gsine+fcose) ' 





2N= 


Auch ın dem Falle, wenn nur ein Kad gesperrt ist, wird man, sofern 


anders dadurch die Voraussetzung ($.4), dass sämmtliche auf das Fuhrwerk ein- 





wirkenden Kräfte und Widerstände als ın einer und derselben Ebene liegend 


betrachtet werden können, nicht zu sehr gestört wird, zur Lösung aller, das 





Gleichgewicht und die Bewegung des Fuhrwerks betreffenden Fragen, auf welche 





hier nicht näher eingegangen werden mag, auf dem im Vorigen betretenen 
Wege gelangen können. 
Zweites Gapitel. 
Das vierrädrige Fuhrwerk erster Art (mit fester Verbindung der Gestelle). 
Bezeichnungen. 
$. 27. 
Der Punct, von welchem ab der Weg x der fortschreitenden Bewegung 


des Fuhrwerks gerechnet wird, ist der Punct, in welchem beim Anfange der 


Bewegung das Hinterrad die Bahnlinie berührt. 
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Die Buchstaben a, £, P, X, g haben die gleiche Bedeutung, wie beim 
zweirädrigen Fuhrwerk ($. 7); eben so die Buchstaben u, A, i, c; und die Ab- 
stände z, 7, c werden von dem Puncte an gerechnet, in welchem das Hinterrad 
und die Bahnlinie sich berühren. 

Die Buchstaben N, R, E, F,G OÖ, u, r, 9, /, Y, f sind ebenfalls in dersel- 
ben Bedeutung genommen, wie beim zweirädrigen Fuhrwerk, und beziehen sich 
auf die Hinterräder: Die Buchstaben mit Beistrich W,, R,, FE, F,@G,, O,, 
Uns Frs:Bs für Pr Kı beziehen sich dagegen mit der gleichen Bedeutung auf die 
Vorderräder, wie die ohne Beistrich auf die Hinterräder. 

e ist der in seiner Projection auf die Bahnlinie genommene Abstand zwi- 


schen den unter sıch parallelen beiden Axenlinien. 


. . an .; 1 d’x us k? 
Als Abkürzungen werden die Bezeichnungen X für a fürr + —, 
Ä & 5 r 
k u da Ik? d U u k . du, 
R .. ns .. nn i ( fii 3 Fr S , 
5; fürn + ns U für ra“ und L[, für _- tehen 


Rollende Bewegung. 
$. 28. 


Das vierrädrige Fuhrwerk erster Art besteht aus drei verschiedenen Syste- 
men fester Körper. Das ganze Fuhrwerk. mit Inbegriff der Last und der Räder, 
wird als das erste, das hintere Räderpaar als das zweite, und das vordere Räder- 
paar als das dritte System betrachtet werden. 

Um die Bedingungen des dynamischen Gleichgewichts durch Gleichungen 
darzustellen, werden die Kräfte und Widerstände, wie beim zweirädrigen Fuhr- 
werk ($.8), für jedes System nach der Axe der & und einer darauf senkrechten 
Richtung zerlegt, und es wird zum Mittelpunct ihrer Momente für das erste Sy- 
stem der Berührungspunct zwischen dem Hinterrade und der Bahnlinie, und für 
jedes der beiden andern Systeme der Mittelpunct des Rad-Umfanges. durch 
welchen die Axenlinie des Systems geht, genommen werden, 

Werden demgemäss die Beschleunigungen der fortschreitenden und un- 
drehenden Bewegung, der Widerstand der Reibung an den Kad-Achsen und 
die Momente der Beschleunigungen und dieses Widerstandes, so wie die übrigen 
einwirkenden Kräfte und Widerstände und deren Momente, in Uebereinstim- 
mung mit den Grundsätzen, welche beim zweirädrigen Fuhrwerk ($. $, 9) An- 


wendung fanden, in Rechnung gebracht, so ergeben sich 
= 55 S 
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(C.) Folgende Gleichungen der rollenden Bewegung, 
dx 
dt 
Körper des Fuhrwerks fest sind, und zwar für jeden Augenblick der Bewegung: 


1) K cos —2h-?2h, — P+ 20 + 20,)(sın a + A) ==), 


hei welcher =ru= r,u, ist, unter der Voraussetzung, dass die Achsen am 


2) Asin#? +2 +2 — (P+20 -+20,)cosa ==, 

3) ncosd.A+cP—rsına.2+e(cosa—rsına)2(,-0.2N,-(hP+25s0+25,0,)X—=0, 
4)2E(G+y)—2Rh —-20(sna+ A) = ®, 

5) —2El—y6) +2 N —20cosu —(, 

6) r.2R — go. 2EYL+ GC) —20(s—r)\ —0. 

7) 2E,(G, +9) -2,—20, (sına+A) =®, 

3) —2 EG) +2 N, — 20,c0sa 0, 


9) r,.2 Rh, — 99.2 E11 + GG) — 20 (ss r))A=V. 


$. 29. 


Bei beschleunigter Bewegung sınd A, R, R,N,N,, E, E,G, 6. die 
durch diese Gieichungen zu bestimmenden Grössen, und bei gleichförmiger Be- 
wegung ist statt A, welches als verschwindend wegfällt, X zu suchen. Die Zahl 
der Gleichungen ist daher für beiderleı Bewegungen zur Bestimmung der Unbe- 
kannten ausreichend und nothwendig. 

Nach dem Vorgange des beim zweirädrigen Fuhrwerk ($. 11) angewen- 


deten Verfahrens setze man nun, um die Gleichungen (6 u. 9) iinear zu machen, 





1—gyG n 1—y,6@) 2 
In Ir I { a 7. >) 1) S _ Bi; ( ’. r 
wieder VA + 4°) statt Y1+G?°): eben so 7. „2, statt VI I+Gı), und zur 
Abkürzung: 
4 ( Bi fıPı u 
ryA+g) © rVAtgn) m 


I 
— 


2 E(G +9) , ZEA—-yG)=Z, 
2E(G, ty) = Tı , 2E(1-g6G)=Z, 


\\ odurch sıch 


n Ztg Y R Y—yZ Y—yZ 
3E = FF = j ,n y 
2L= 1+y?° 2f= 1+y? G Z+g] 
SE Zutgyılı F— h—YıZı fc Y—YıZı 
we er Z, tg, Iı’ 


ergiebt und F, },, Z, Z, an die Stelle von £, Z, G, Gı, als Unbekannte treten. 
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$. 30. 


Unter diesen Annahmen hat man zunächst für gleichförmige Bewegung 
nach (1,4 und 7) Y+-Y,= Keoosß — Psina, 
nach (2,5 und) Z+Z = Pcosa— Ksiun?, 
nach (3 und 9) eZ, = B+llcsß.K, wo B=cP-2(rQ-+r,Q,)sina ist, 
nach (4 und 6) Y—uZ=20sına, 
nach (7 und 9) Y—uZ = 20,sina, 


und findet hieraus 


Fo 


I 


eP(sin @« + ucosa) + 2(9 + Q,)esine — (u — u,)B 
e(c08 7 + usind) + (u — u,)n cos? i 
wenn Y den Werth von K bezeichnet, welchen die gleichförmige Bewegung 
erfordert; ferner 
u [ePcos(e +) —ncos 3.P(sin« + u,c0se) — B(cos ?+ u, sin?)] +29 sin« cosA(e— urn) 
— 20), sina@.u(ncos + esin ?) 


= er 
e(c08s 9 + usind)+ (u — u,)ncos 
e Pcos (eHM)—n 005 ?. P(sin« + u, c0se@)—Beosd-+u, sin)—UQ+Q, )sine(ncos?-+esin?) 
“ £eC08S 7 + usin?) + (u — u,)n cos ö ’ 
u,[B(cos 3 + usin?) + ncos?. P(sin« + ucose)] + 2Qsin«. u, ncos? 
N +20, sin«je(cos? + usin$) + uncos >] 


| % e(c0s9? + usin?) + (u — u,)ncos 5 
— B (cos? + usin$) + ncos?.P(sin« + u cos«) + 2(Q + Q,)sin«.ncos/ 
si e(cos? + usind) + (u — u,)ncosd | Eu A 
wozu noch weiter 
nach Aund6) 2k=Y—20sna= uZ, nah ($) 2N=Z+20cosa, 
nach (7 und 9) 2h,= Y— 20, sina = 144, nach 8) 2, = Z+2(,cos« 


kommen. 


$. 31. 


Für eine horizontale Bahn oder für « = 0 ıst insbesondere, wenn deı 
Kürze wegen 
A statt [(e — )cosß — u(ncos + ısın 7)] P, 
Ay statt [7cosd? + uulncos?+ sin?)]P und 
e statt des Nenners e (cos? + usın 2) + (u — u)n cos ß 
gesetzt wird: 
v—_ POS 


€ 
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A A, 
3A u; 2h, = U. 
ö ) R A, 
2N — + 20, 2N, = +20, ’ 
lI+y u A ee I+ru, Aı 
2 l — l 2 u ’ 2E, — l 2 ’ 
+4 { +ı & 
BET BEE hei di A IE ——_ Yızıı A, 
= ey Bu er 7 wit 1+-y,° u * 


und diese Ausdrücke werden, wie aus ($. 10) erhellet, genau, wenn man im Ex- 


| 2 . Fo\ 
ponenten u die Wurzelgrösse | (1 +9 — 1) ‚ und eben so ın 4 die 


’ ae 
Grösse Y(l + g}) durch | I+9 —-\ ersetzt. 
Für zenergte Ber hätte man ta um die Auflösung vollständie 
O O oo vo oO 
und die gefundenen Ausdrücke genau zu machen, wie aus den Erörterungen 


($. 13) hervorgeht, aus den beiden Gleichungen 


4 G 1l— y,6,\ 
| = ( und 1+-6’= - 5 
a ) y, 


oder aus den Gleichungen 


. . 2 PO m fo 
ONE SPEOUIEOR (4 °,, 


2 .2 9 Fı 2\ fe2 fıPı\ 

+ Hy = AR (F*), 
in welchen die Zeichen yv,®B,6& auf die Hinterräder, die Zeichen y,,®,, 6, auf 
die Vorderräder in der ($. 13) angegebenen Bedeutung sıch beziehen, die Wur- 
zeln y und y, zu entwickeln und in «ı und «u, an die Stelle von Y(1 +9?) und 
\(1-+-gi) zu seizen. Da jedoch die Grössen B und & den Exponenten 14, 


die Grössen B, und G, den Exponenten u enthalten, so wird man zu Vermeidung 





der durch die höheren Gleichungen, zu welchen diese Operation führt, entste- 
henden Schwierigkeiten, und day (1-+9°) und | (1+Y}) bereits ziemlich genäherte 
Werthe von y und y, sind, bei der numerischen Berechnung besser thun, den 
Weg der allmähligen Annäherung einzuschlagen; nämlich jede der beiden letz- 
teren Gleichungen nach ($. 13) für sich aufzulösen, die Werthe Y(1-+y}) und 
(1 +9”) in «u und «u bei der ersten Berechnung von y und y, beizubehalten, 


und sie, soweit es angemessen scheint, nach und nach zu verbessern. Für diesen 


Zweck ist hier 
U = rPoos(ar+P)-neos?. P(sinatu,coa)-B(cos?+-u,sind)-2Q,sina(ncostesin?) , 


20. 
yy sınacosd(e—, kun), 


B 


> 
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20 


u . 2 p . a) 
G=1-— 5 sina(ncosf + esın pP); 
X = B(cosß + usinß) + ncos?. P(sına + wucosa) +2 Osina.ncos? , 
20, . en 
3 = Hr sina|e(cosß + usın ?)+ wuncos |, 
20 


> We D 
6,=1-+ y, na.cos 


zu nehmen. 


a) . 0 0] ® . 
In dem besondern Falle jedoch, won = 9, , „=, Ist und zugleich 
1 
=. i F Y 

F:FR=E:E, oder @=G, angenommen werden kann, wodurch y= z 
4 4, 

+ Y 5 N .. e h) .. 
— „—z wird, kann man zur Freänzung von «u = 4, wozu man die Grössen 

>32 ’ te) te) { —z 
4 41 x u 


Y,Y,,Z,Z, nicht einzeln, sondern nur die Summe Y+ Y,,Z+Z, zu wissen 


’ 


nöthig hat (S. 13), 


oO 


Y=Peco(a+P), 


O-+0, . Pr 
9=2. 7, "sinacos? , 
; 0+0 ww. 
G=1—2., 'sinasın? , 
seizen. 
1. 32 


In Bezug auf beschleunigte rollende Bewegung ergıiebt sıch aus den Glei- 
chungen 
(C) (,4u.7) Y+Y=Kco?—Pf(sina+Ä), 
(2,5 u. 8) Z+Z, Pcosa—Ksin?, 
(3 u. 8) eZ =C—-(hP+2s0+2s.O)A , 
wo EstatteP—2(rO+r,Q )sinarncosdÄ gesetzt ist, 


I 


(4 u. 6) Y—-uZ=20 (sin a +- x) ’ 


(7 u. 9) Y—-uAh=?20, (sin a +, X) 
und hieraus 
wii; eK(cos? + u ud u nd ine ae + 1608) — esine-2(d) +Q,)+ (u — u,)C 
e(P + 2- + 2, Q,)+(u— u) (hP+25sQ +25, Q,) 


11° 
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u (P+2.' O,)Te(Pcos« — Ksin 9) — C] + u(hP+25Q +25, O1) [K (cos? + u sin?) 
1 
<— P(sin«@ + u, c08c)— 20, sine] +2 Osin« [e(P+2;; 0,) — 1, (hP+250 + 250) | 
1 
E, 2 - QTe(Kcos?— (P+20Q,)sine) — uC] 


._ | 3 
e(P+ 2- Q +279,) +(u— u)(hP+ 250 +25 Qı) 





(P+2 - 0-+2 5 0, )[e(Pcos@— Ksin 5)— C]+(AP+250 +25, Qı) [A (cos + u, sin) 
l 


— P(sin@ + u, cos«e) —2(Q) + Q,)sin«] 











= 
E (P+ 2- 0+2; 0.) + (u — u )(khP+2s0 +25, 0) 
3 I 
u(P+ 2- 0)C—u, (hP+2s 0+25, Q,)[K (cos? + usin?) — P(sine + ucose) — 2Qsin« 
+2Q,sine[e(P+2.0)+u(hP+250+28: 0)] + 2° Q1le(K (cos? + u sin 3) 
l 
N — P(sin«+ucose) —20sin«) + uC] 
er $ s 
e (P+2-0+2- Qı) + (u — u,)(hP+2s0 + 2851 (1) 
A (P+2 - 0+2 = Q,)C-(hP+250+25, 01) K(cos?+usin?)-P(sin«+ucose)-2(0+Q,)sine] 
s a “ 
A ’ 


e(P + 2, O+ 2, 0,) + (u—wu)(hP+250 + 25, Qı) 


womit vermöge der Gleichungen (4 ----9) zugleich auch die gesuchten 


2R=Y-20(sina+X) = uZ+20(-1)X, | 
2N =Z+20cosu, | 
is ’ S, 
2R, = Y,— 20, (sina+ X = 4 +2Q(2 -1)X, 
1 
2N =Z + 20, COS & 


entwickelt sind. 
Die Ergänzung der Exponenten «ı und «, kann ebenfalls durch das ım 
vorigen Paragraphen für die gleichförmige Bewegung angegebene Verfahren ge- 


schehen. und zwar ıst 





g = (P+2" 0.)| e(Pcosa— Ksind)—C |+(hP+25s0+25,O,)|[K(cosd+ sin?) 
— P(sına+ u,cosa) —20Q,sin«a], 

gr 207 . a ıD: s i /Da: j . 

d= 5 sina(e( 7 t2,. O,)-u(hl 20125, 0,))*,| e(KcosP-(J +20 ,)sina)-C] |, 

ne 2 () R “. » ) Me 

G=1— yjsna (hP + 250+2s,0,) —[e(Pcosa — Ksın $) — c]] 


A= (P +2 - 0) C—(hP+25s0+25 0,)| Alcos?+ usın 2) — P(sina+,ucosa) 
— 20sina], 
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20, . s uber 
3, = 1 | sın « (« (P + 2- O)+ulhP+250+25 0) + " e(K(cosP+usın?) 
Aı N 
— P(sına + ucosa) —2Osina) + «uC] | 


20 eu 
G=1+ ne |sina» P+250 +25, O)+rc] 


zu setzen. 
) { 


- 
a 





In dem besondern Falle jedoch, wenn = gı, = = und FF = EHE, 
i 
EEE: 5° | 
oder G = G, ist, wodurch z = 2, = zZ: - wird, kann zur Ergänzung von 
FE 4 4 s j 
A — ı» 
Y = P(Pcosa — Ksın P 
- +, "0 
ne ı 
B—2. Psına +2. iR cos — P sin a) , 
-0+ - Qi 
6=1+2.7 7, 
gesetzt werden. 
$. 33. 
Die aus den Gleichungen (C) für beschleunigte Bewegung abgeleiteten 
Ausdrücke der gesuchten Grössen müssen, wenn man in ihnen K = 7 setzt, 


wodurch X zu 0 wird, in die entsprechenden Ausdrücke für gleichförmige Bewe- 
sung ($. 30) übergehen. Und für {= + kann, wie beim zweirädrigen 
Fuhrwerk ($. 15), jenen Ausdrücken eine Form gegehen werden, durch welche 
unmittelbar ersichtlich wird, wie gross der dem Theile e von X zukommende 


Theil irgend einer der gesuchten Grössen ıst, So findet sich 





R j CC 3]-+20-.8C0Sr) + ucos« = 
a |+20*. 
l. (P+2, 0+2 2. _ )+ (u — u.) (hAP-+2s0 + 28,0, )| [2N]? 


d3 
= > Jı + 20,8 c0s@) +, cos« n.- 





R, | 
na N, +20. . 





[e(P+2! 0+22 0) + (u u)hP+ 280425 0) [2 
wo die Zeichen [3] und [3,| die Zähler, e den Nenner der Grössen Z und Z, 
%. 30), 3 und 3, die Zähler der Grössen Z und Z, ($. 32) bedeuten. 

Auch ist, wie beim zweirädrigen Fuhrwerk, zu bemerken, dass diejenige 
Beschaffenheit der Bewegung, bei welcher die Beschleunigung, sowohl der fort- 
schreitenden Bewegung des Fuhrwerks, als der umdrehenden der Räder, gleich 
Null ist, oder diese beiderlei Bewegungen zugleich gleichförmig sind, eigenthüm- 


lich der rollenden Bewegung angehört. 
Ä w 
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Die Gleichungen (C) setzen voraus, dass die Rad-Achsen mit dem Aörper 
des Fuhrwerks fest verbunden seien. ° Sind sie dagegen an den Rädern fest. 


so hat dieser Umstand, wie in ($. 16) gezeigt, nur die Folge, dass die Vorzeichen 
der Reibungscoefficienten 9, Y,, soweit sie für sich (nicht in den Exponenten 
4, 44,) vorkommen, sich ändern, und dass demnach von den aus den Gleichun- 
gen (C) abgeleiteten Ausdrücken ($.30— 32) nur die von E, E,, F, F,, nicht 
aber die übrigen, dadurch eine Aenderung erfahren. Wegen der Bedeutung 
von P, O, Q,, 5 und s, ist hier Aehnliches wie zu (8. 16) zu bemerken. 

Für das Gleichgewicht der Ruhe hat man nach (8. 30), indem man p,,, 
+1, £4 gleich Null seizt, wodurch A und A, verschwinden, unter Anwendung 
der Bezeichnungsart ($.17): 


P+20+20, 





y_’= sına, 
cos 9 
WR ePceos(e+P)—[eP—2(rO+r,0,)Ssin« |cos’—ncos sine P—2(0-+0, sine (esin?+ncos) 
Ben ecos? 
er) e = x 0 [9 ’ ‘ 
2F' =20siına, 2N’=2E'+20cosa, 
9 — ee 2(rVd+-rn,0ı )sin@ + nsin«e (P-+ 20+20,) 
= Me e r 
2f!=20,sna, 24, =2E)+20),cosa. 


$. 34. 
Nach Auflösung der Gleichungen (C) bleibt zur Bestimmung der Bewe- 
oung des Fuhrwerks,. wenn sie beschleunigt ist, noch die nach den bekannten 


® \ Zn d’x TUNG ’ 
Regeln auszuführende Integration der Gleichung Ze > gAX übrig, in welcher 


no to) ’ 


für N der gefundene Ausdruck ($. 32) und in diesem für A der gegebene Werth 
der Zugkraft, wenn sie beständig ist, oder die bekannte Function der Geschwin- 
diskeit. wenn sıe von dieser abhangt, zu setzen ıst, 

Sollen die aus den Gleichungen (C) entwickelten Ausdrücke auf die Be- 


wegung rückwärts ($.185) angewendet werden, so sind in denselben die Abstände 





e,iund e, so wie die Winkel « und 5, mit veränderten Vorzeichen zu nehmen. 


] > }) 
Dadurch wird z. B. 


e(cos 3-usin?) Ate(sine-ucose)P+ (eu, )LeP-2(rO+r, 0, )sine-ncos?-K]-esine-2(0:Q,) 


e(P+2-0+ 2- 0,)— (u—u)(hP+250+ 28,0,) 
I 


r e(ucose — sine) P — (u — u,)[eP — 2(r 0+ r, 0,)sine] — esina-2(G + 0,) 


e (cos — usin 7) — (tt — 11,)ncos 7 


Die Kräfte A und / haben nun (bei positiven Werthen). wie dıe Bewe- 


gung selbst, die Richtung von der vorderen Achse geren die hintere Achse, und 


>) 
ı 
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in den so veränderten Ausdrücken ist der spitze Winkel «& bei absteigender Be- 
wegung positiv, der spitzeWinkel 5 aber, unabhängig von der Seite, nach welcher 
die Zugkraft wirkt, positiv, wenn sich die Richtungslinie dieser Kraft, von ihrem 
Durchschnitt mit der Richtungslinie der Bewegung an, auf der rückwärts gekehr- 
ten Seite, (nach der die Bewegung Statt hat), unter die letztere Linie senkt. 

Was in ($. 19) beim zweirädrigen Fuhrwerk über den Einfluss der abso- 
Inten Grösse der Reibung zwischen den Rädern und dem Boden anf die rollende 
Bewegung, und über den Einfluss des Trägheitsmoments und des Gewichts der 
Räder auf die gleichförmige rollende Bewegung gesagt ist, gilt auch vom vierrä- 
drigen Fuhrwerk. 


ule—ı) — ul iz 
P (s. 31) zeigt, dass auf horizontaieı 


- 
nn ? 


Der Ausdruck / = 


Bahn die zur gleichförmigen rollenden Bewegung erforderliche Zugkraft, wenn 
die Exponenten « und 1, einander gleich sind, von der Lage des Schwerpunets 
ur 
unabhängig und gleich 0088 using "st; und dass dagegen, wenn u und (4, ve 
schiedene Werthe haben, dieses Kraft-Erforderniss um so grösser wird, je weiter 
der Schwerpunct von der Achse, in Bezug auf welche der Rad-Effects- Exponent 
den kleineren Werth hat, gegen die andere Achse sich entfernt. 

In Bezug auf den Winkel 5, welcher die Kraft 7 zu einem Kleinsten 
macht, findet sich: 

u nn A e 
tangp= e+QW-—u)n? daher, wenn uU = tu Ist, 1gD = A. 

Bezieht sich z,, mit derselben Bedeutung, auf die vorderen Räder, wie n aut 
die hintern Räder, oder ıstn = m —etg/, so hat man: 
e oder e(cos$? + usind) + (u— u)ncosß = e(cosdH Ausin?) + (u — u) n,cos?, 
und findet für den kleinsten Werth von 7: 


\ uje 
lo 


Beer e+(u— u), j 
Für den Winkel «, unter welchem ein vierrädriges Fuhrwerk erster Art 
ın der Bewegung abwärts seine Geschwindigkeit von selbst, ohne Zuthun einer 
äusseren Kraft, gleichförmig beibehält, ergiebt sich aus der Gleichung 7 =: 
[une — (u — u,)Ji]P 
#7 eP+20 +29) + (u—u)(hP+2r0 + 27,0) 


- 


te 


I 


(Die Fortsetzung folgt im nächsten Heft ) 
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pr 
). 
Ueber die Verwandlung der Kettenbrüche 
in Reihen. 


‘Von dem Herrn Dr. Heilermann zu Trier. ) 


In 10. und 18. Bande dieses Journals hat Herr Prof. Stern die Formeln 
entwickelt, mittels welcher aus dem Kettenbruch 
F(a,a)=1:|, +xı(a,+x:(a,-+ ..... +2:a,| 
die Reihe SA." = A+A, x + A,2°+ u.s. w. 
hergeleitet wird. Ich habe dieselbe Aufgabe behandelt, und bin dabei von den 
Gleichungen ausgegangen, welche mir (Band 33) zur Ausführung der umge- 
Ä “) Ä Ä 4 « \ 
kehrten Umformung:dienten und dieselbe sehr leicht machen. 
Die Einrichtung des Kettenbruchs giebt bekanntlich, in den Zeichen 
welche Herr Stern einführte: 
F (a,,0,) = 2a, @,),+2": Da, &....:2"; 
und es ıst nun 
3A, = 3(0,0,):%:3(0,,0.,-.%, oder 
24,8 2(0,,0.),:2 = 2[0,,0),8" 
zu setzen. 
Hier müssen im Producte links und ın der einfachen Reihe rechts, die 
Coefficienten von denselben Potenzen von x einander gleich sein; also muss sein: 
(1.) (a „dA, 2 — ZA .Ka,, An)as cond. A + P — 5. 
Setzt man bier der Reihe nach s=0,1,2,3, u. s. w., so erhält man folgende 


g der Coefficienten 4 dienen 


Gleichungen, welche zur recurrirenden Berechnun 
können: 
(a,,0,h = Adks, G,): 
(a,,0,), = Ay(la,0,)2+Aı (ao, an); 
R \(a,,a,), = Av(a,, a,), +4, (ao, 0). + Ar(a0,0,)o 
or & ‚21.) = A(a,0.),+A,(a,,0,),+ A:(a,,a,)+ As(a,@.) 


\(a, : A,)s = Alan, @u)a: + I, (a,,Q,, 2 „nt ae +A (@,,@,)s +A,(a,, A,)o 
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Aus jeder von diesen Gleichungen kann man einen Coefficienten A be- 
rechnen, wenn die vorangehenden bekannt sind. Erwäct man. dass die Umfor- 
mung für alle Werthe der Theilnenner « gelten soll, so darf auch bei der 
Berechnung von A, der Theilnenner a,,, = & gesetzt, also der Kettenbruch 
J(a,,a,) bei dem Nenner a, abgebrochen werden. Dadurch ergeben sich statt 
der Gleichungen (2) die folgenden: 


l= As(a,,4,)o 


=A, +A,(a,,0) 
B == 4A (a,, a,),+ A,(a,,Qa,), 
3): 0 == A), + A,(a,, a3), + A,(a,,a;), 
GE 7 A,a,,a,), + A;(a,,a,)+ Ay(la,.a,)o 


Den A. HA la A ee en et Ma 

= A,(ayGz Jam An Amon + tAzm- (aan )tAzm(AanQz,.)o 
welche alle leicht aus der Gleichung (1) folgen und weder zu ihrer Herlei- 
tung noch zu ıhrer Begründung das bekannte Kästner sche Verfahren erfordern. 

Da die Gleichungen (2) sowohl, als die (3), zur unzweideutigen Bestim- 
mung der Coeflicienten A hinreichen, so muss das eine System von Gleichungen 
eine Folge des andern sein. Diese Folgerung will ich auch durch Rechnung 
begründen. 

Die erste der Gleichungen (3), nämlich 1= A,a,, geht in die (2) über, 
wenn man sie mit (@,,a,), multiplicirt. \WVird aber die erste mit (a,,«@,), und 
die zweite mit (a,,@,), multiplicirt und werden die beiden Producte summirt, so 
findet sich: 

(a,,0,» = A, [(ao, Q,)o(Qı, 0.) + (a3, a,)o) + Aı (a), Qaı)(A,Q,)o; 
welches, wegen (Qy,@,)(@,,Q4,). + (Q;,@,)o — (a,4,),, in 

(a,,a,) = A, (a, a.) + A, (a,,@,) 
übergeht. Giebt man weiter den drei ersten Gleichungen (3), der Reihe nach 


die Factoren (a,,a,)ı ; (a1,0,) ; (a,a,) und summirt, so erhält man: 


n.)4 

(a,a,), =A)| a(aya,)ta,0.) Alla, a)(a2,0):t(a,a2),(a,a,))tA;la,a)(a,Qa,) 
—A, (a,,a,),+ Aı (a, @.), + Az: (a, @n)o» 

wenn man die Relationen 

a,(a, ,a,),+ (03,Q,) = (a,,Q,)i; 

(2,,0,) (43, Q,)2 + (Qo, Q2), (a; , @,)) = %,1(Qz , A) + ay(az, ,a,» + Q; (a; , 4.) 


dy (a, ’ a.) + (a3 ’ U, 1) — (a, ’ A,)a 


(A,,45)o (@,, q, 0 — (Q,,Q,)o 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XLVI. Heft 1. 12 
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benutzt. In derselben Weise fortfahrend, multiplieire man die vier ersten Glei- 

ehungen mit (a,,a,)s ; (a1,4,); ; (a1,0,) ; (a,,@n)o, so erhält man: 

(a,,0,) = A,l| a,(a,a,),t(asa,.) HA (a,a)(as,a.),t+ (a,Q3),(03,0,),+ (a,Q,)o | 
+ A,|(a,, 03), (a3, @a,)a3 + (@,Q3)2 (a,, a.) | | 
+4, (a, sl) (a, ie 

und daraus 

(a,,a,), = Asa, a.) + Ar (a, a.) + Ar(lao,a.)a + Az(a,,0,)o; 

und zwar durch Anwendung der Gleichungen 

a,(a,,a,),+(a3,4,); = (a, An) 

(a4, )(0,4,),t(au,Q2),(a,a,)2 t (aya,) Z AyaılQ3,Q,),t GA; a,)f a,(a,a,)2t(Q,Q,)o 

= 1,(a,,4,),+ (@:,0,), = (a,,a,),, 
(a,05),(Ay4,),t+(Q9Q3)2(0,0,9 = (Ao2)(aya,atlasQz)az(a,a.t(a,a)olauan) 
= (4,,4,),(4;,Q,)2+ (@, Q2)2(Q3, 0.) ; 


und dies Letzte ist wieder der obige Coelflicient von A, in (2,,@,), und deshalb 





== (1,0. ), 

So sind der Reihe nach die vier Gleichungen (2) aus denen (3) zusam- 
mengeselzt. Es ist auch schon durch Induction das Verfahren zu erkennen, 
welches die Allgemeinheit dieses Zusammenhanges darthut. Man multiphcıre 
die 2n ersten Gleichungen (#3) der Reihe nach mit 

(215 @)ım-2 5 (21 50,) im on... Aym-ı 3 A): ; (@3,,,Q0,) 
und addire die Resultate. Dies giebt 
(0,,0,)m 2 A| (ao5@0)0(Aıs@n)im at (a01)2(a2Q,) m | 


+A,| (aaa) (8,0.) mt (anQ2)2(ayQ,)um-ct(@Q3) (Ars an)am-s | 








+A „| (&% » @.-1)o (Ans @n)am + (@o > An) (Amrı 3 An)am a... :- 
RB + (095 Ayn_2)am-Aym-ı 5 An)a + (Ay 5 Agm-ı)am(Uam 5 An)o | 
+4A,|(a,, 0.) (Anzı> @)am + (Qo> Anrı)a (Amrz2z An)am a... .- 
aut + (a5, Ay,_1)am-2(Agms An)o| 


+A,n-2|(@o 3 Qym-2)o (Arm-ı 3 An)a # (Qoy Aam-ı)2(Qam 5 an)o | 
un | (a, dgm- 1)o (Apm > A) | 


para As > (a, ” Ag e, (a, +49 a,) Imm—?o —) 4 A, = (Qo» ad, ce ER b) On)m 2a 2a 
+A,2(a,4:,; a in rer. 7 VOREPSR ORDR JRR A Ei fiens ae 
(4.) a SA, = (O5 Ara) (Q;: +1 9 GO, )1m-28-20—2 ’ 


wo sich das erste Summationszeichen auf die Werthe von O0 bis 2m — 1 für P, 


und das andere auf die Zahlen von 0 bis Zn — % — 1 für a bezieht. 
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Um in ähnlicher Weise (@,,@,); aus (2) zu berechnen, gebe man den 
ersten 2zn +1 Gleichungen dıe Factoren 

ER A 5 RP BR: Kai, 
und summire, Dies giebt 
(a5) Al (aa dla) | 

+41, (aa )(40,) m-2+(49Q3),(030,)m- +(0%0,)im-6 | 


+A.-ıl( on ll ı$l0.,G, )am } +la.Q,)(a, 4 1 )am ...,,nuue® +(a 77 Ad, ) 
> 1,.| | gs An)o(@ 4 An zmt(@gd,, 4 Jam 4 29l,)am PER j (AyAym)am(Azı ; ı»n)o 


oe; ln (ale (Oman) (@osQtz,,)2 zn 13@,)o) 
+4,,| (Q9sQ2n)o(@amıız@n)o | 
— Aa; Qru)20(@ıra 9 An)ımı2a + A (aa, MIR TU (; SURBORT ; 4 VEREONEER N. DEE 
AKA I Pe AA an Ih Br 
(5.) = 24,2 (ayQsra)2a@rar13@n)im-23-2u - 
Nun ıst: 
(8, ee EA A ah 
+ (095 Q,4542)2-2 (0,419 Anm) 
oder, weil im zweiten Gliede rechts s>0 sein muss, also s-+ 1 statt s gesetzt 


oO 
werden darf, so ıst 


ikea de eee 
+(09Q0,+s-1)2(@,-+r.23 An)m-2r-2-2 
=e(0,0....nl0. la... Ne 
= (9, 4,4,-1)2 (Q,459 An)am- 22 
Giebt man hier der Zahl s der Reihe nach alle Werthe, welche sie annehmen 
kann, vons=0biss = m-—r, und summirt alle diese Relationen, so erhält 
man 
(0,5 0,r0)2a@ra+19 An)am-2r-2. = F(ao, en ee ee 
Hier setze man weiter noch r—1, r—2 u s.w. bis1, statt r,. und beziehlich —1, 
m—2 u.s.w. bs m—r-]1, statt ın. Dies giebt der Reihe nach: 
(0, Arura-ı)aaldıra s Br = (Ag Arza-2)20(d,+0-13 An)im-—2a 3 
S(apQ,ra-2)2u(Q, 5 N — = (c Ig A,ya-3)2u(0, +02, A “NEN 


u. Ss. w.,. und zuletzt: 


S( AgsQAjra Ira Ay_.y An )am-2r—2u 


(a, ’ Uale,,. y) en y 
(A A)olais,)an-at(@o, a,)2(Q2Q,)am-2-29 


(a, ’ ER . 


I 


12* 
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—_— 


Werden diese Gleichungen, so wie sie unter einander stehen, addirt, so erhält 


man 
(6.) 7 € 700, an un CB 19 On u (Ge 
Durch die Anwendung dieser Relation gehen die Ausdrücke (4 und 5) in 
(a, ’ A,)ım-2 — SA; (2,5 @n)ım-26-2: 
(a, ’ A,) Im > A; (Ü) ’ O,)ım- 
über, und beide lassen sich nun in folgende Gleichung vereinigen: 
(a, ° G.).. — Akt a). t 1: (Ao,, 2, ..... + 4„-1(0 a,)2 rt An(193Q,)o; 


welche dieselbe ist, wie die allgemeine Gleichung (2). 

So fand sich denn durch Summation der zn+l ersten Gleichungen (3) die 
(n+1)'® Gleichung (2), d. h. es wurden sämmtliche Gleichungen des letzten Sy- 
stems von denen des ersten abgeleitet. Hätte man nur mGleichungen (3) sum- 
mirt. wie oben ausgeführt ward, und ihre Summe von der (m+1)!® Gleichung (2) 
abgezogen, so wäre daraus die (n+1)'° Gleichung (3) hervorgegangen, oder es 
wären überhaupt sämmtliche Gleichungen (3) aus denen (2) abgeleitet worden, 
Es ist also auch durch Rechnung dargethan, dass für die Werthbestimmung des 
Coeffticienten A, nur der Kettenbruch bis zum Theilnenner a,, in Betracht kommt. 

Für die Entwicklung einer Reihe aus einem unendlichen Kettenbruch 
genügen die Gleichungen (3). Wenn er aber mit dem Nenner «a, abbricht, so 
müssen für die Berechnung der Coeffhicienten A,;ı > An, u. s. w. andere ange- 


wendet werden. Sie ergeben sich sofort aus der Formel (l), wenn man darın 


s=n--r setzt. Dies giebt 
23 A.(030,); = 0 cond. at+ß=n-+tr. 
Je nachdem nun zn = 2m—1 oder n = 2rm ist, giebt diese Gleichung: 


An AHA Kat Den tere te A Nenn ee 
(7.) oder 
UA. la am )amt Amar (dam )em-2 rt... t Amer (Anm)et Am anm 0. 
Im einen wie im andern Falle lassen sich durch ein leichtes Recursionsverfahren 
alle Coefficienten A finden, und auch die independente Berechnung der Coefhı- 
cienten kann in ähnlicher Weise ausgeführt werden, wie es beı der Division 
zweier Reihen zu geschehen pflegt. 
Offenbar ist auch die Form des Rests dieser Verwandlung, wenn sie 
nach den Gleichungen (2 und 7) (bei endlichen Kettenbrüchen) ausgeführt wird, 
nicht wesentlich von derjenigen verschieden, in welcher sich der Rest beı der 


Entwicklung des Quotienten zweier Reihen zeigt. Gesetzt es sei aus dem Ketten- 


n-+D 


bruch F(a,.«a,) die Reihe F_A,x” entwickelt worden, so ist 
0 


J 
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n+p e be 
2 (a,3Q,)J..2° = > A;,.2”.>(a,,Q,),.2” cond.d+y-n +p>-+1. 
0 
Es ıst aber: 
n+p ? \ [ \ 
ni RA Y x, a 7 BEN. 4 5 m a 
».@ B® a” » (a, . a )a; . ax SA; A ä . >: (a, 9 Q,.); ‚A fr Ss A; X. (a, b) 4), Be Di ( 
v 
cond. + y<n+p-+1' | cond.?+y>n-+p 
also auch 


? 


np 
h) ‚RB Y u a » m . , 
> A,.2°. >(ag, an), = (a1, 0,22 +IA;,0°. >(aa,),.2” cond.d+y>n-+p 


u Je. 
ni PR 





[N 
und weiter: 
Ki 4 j 94, (a, ‚4,)20.%° 24; (a, . a,)2; ‚ad 
” A;,.X%= I(a,,0,)2u.0° 3 (a,,4,), ru cond. 3 t+y> np 
oder 
er 2A5(a,,4,)2,.07* 


(8) F(a,a,) = A; EP u Sr cond. + y>n+p; 
und diese Gleichung ıst hinreichend, um die allgemeine Form des Rests bei 
dieser Entwicklung vollständig zu bezeichnen. 

$. 2. 

Ich habe früher ausser den Kettenbrüchen von der Form F(a,, a,) auch 
noch solche ın Betracht gezogen, bei welchen die Theilnenner lineare Functionen 
einer Hauptgrösse sind, und habe namentlich dieselben aus F(a,,«,), also mit- 
telbar aus dem Quotienten zweier Reihen hergeleitet. Nach dem Obigen liegt 
der Wunsch nahe, die umgekehrte Aufgabe für die zweite Form der Ketten- 
brüche gelöset zu sehen. Diese Form ist allgemein folgende: 

(9) 1:(64,2%+c0,)—1:(8,x%+c)—1:(b,0% + 6,)— us Ss. W. ..... —:(b),x%4+c,). 
Damit auch der Kettenbruch (4. im Bande 43) diese Gestalt annehme, ist eine 


Umformung desselben nöthig. Es ist dort ($. 3): 


n 





ZB,.2"”° EM 
- 1 | (1:@,)2(a;, Q,)2..2”°72 
Bu zu - . — E l Fr Es m nn —_——— RE re — - —— 
n—L a = (ag, Ay): n—1 
+) A, . gr—a—i . P% A. Fi 
0 0 
n—] 
BY. gr—a—l m ‚ 
0 5 a, I ( ) gta (a, :Ag) 2 (a, ’ Au)2a „a” ee 
; = — "2 (a1, Ay)a nn u 
(1 Ay )2 (A3,Q,)2a. u dg ER ON (1 :a,)2 (A3,4,)2u zu ’ 
@ :a,) (a; . a )2u „an=a—2 (Ag 5 ( ) ie ( G3:(d; a,) (a, j a,.)2« $ gr—a—4 
37 gg = 5 '<((G43. A; )an: V : - ; — mn A 
(a,):Q3) 2(a, ‚a,)2. 2" a,a: ee (a,:Q3) > (Q; ,@,)2. 23 


hergeleitet. Hieraus ist schon das Gesetz zu erkennen, nach welchem die Coeffi- 


cienten der Theilnenner I(a,,_),4,.,,),..0' “ aus den Nennern « gebildet wer- 


den. Noch deutlicher aber geht es aus der Gleichung 


> (a1 „u )2a 7: u 1 - ( ) rn Gr— > (Ay-43,4, )gu. 2" ER 
a. i — a1 —, 2 | (do, dl: 20 dw — ee, Tr 
2 (Qar+1 b) Q,)2a Ti ı A2r +1 did d2r+1 Z(ay44 p) Au)2a id 
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hervor, welche zeiot, dass der Theilnenner 20. et Fi und mit 
& ia Arr +1 


dem Quotienten zu multiplieiren ist, dessen Dividend der Factor von dem Reste 


n- 


> (a,,_,Q0,),..x””” und dessen Divisor der Factor von dem folgenden Reste 

= (A241, @,)2..x” "ist. Nun ist der Factor von N(a,,_,,@,),..%”""* das Pro- 
ar > dr Sn dyr -13 e rst ° . . _. . 

duct: . .—— u... : also ıst der Theilnenner X{a,,_ ae 
Cd, 3 As, 7 (dI>, 1! . l 2r+1/ 2a 


dem Producte 





(10.) I Ay _5A2,_gA2—-15 -+..0 A4,-342r—7dyr_11:..:»- Ar,—ı (re ..... ) 
’ A2r+1 Ayr_3Ay—7Ayr—l1 er... Ayr—1d 2, -5A2r—9 ....0 ER Ar] Ayr—3 Ay» —7A2r ll...» 
zu multiplieiren. Werden hiemit die Coeflicienten der linearen Function 
(a, > ds, 4 8 . 12 = d3,- 1 d,, ‚Ay, R* x » (2,_} > On.) 
verbunden, so erhält man für die Reihe der Werthe vonr =0bisr <n: 
I (ig An dyn_5Q@2n—9... , 
J — : : 
au 0 \ Ad 4: = (ana x ee ;(Q; (l- id er Kaz.1a,, .h 
l aA, Ag | \ A2n—ıf Grn—5Aın— 
GG (aa0))3C) = (ara) — (ars )an.c ( 2). a 
\ ar ” ur = ’ ») R a,a, 3 22: 5 Anl G3an_3dan— 7“ ( ze zu a- 


Durch die Umkehrung dieser Gleichungen muss nun F(a,. @,,,,) aus dem 
Kettenbruch (9) entwickelt werden, damit dann weiter aus diesem eine Reihe 
durch die frühern Formeln hergeleitet werde. Es ist: 


i i Ay,—ı fAır-5A2,_9 ».... r‘ \ Mr +1 fAr-3Ar—T..... > ) 
D..U = P As,_1,d: . Hi dl: .d: 
r r+1 Gr \GH sn 2r—1 2r+1)o 2r+1* 42,-+3J0 


7 


oder 
Eu: b, E b, +1 
12 — —— 
(1 e ) ds, +2 4,,Q3; 4 | 


und hiernach könnten schon die Theilnenner mit geradem Zeiger recurrirend 


berechnet werden. 








Ferner ıst 











Gy—1 (> -SAH_D so... )( >. ) Gr,—ı FA ,+1 (>= a) 
ce. = Ay, Ay, = ; , 
Ody+1 \dyr-_3Ar—T-...0. (\ 2r—1 2r+l dy—ı'Ar+1 A4y,—-3A4,—7 Ar-—11 
Ay,—ıA,—5Ay—9 ..... ’ 
und d.= a... — 
e Ay,—342,—7 dy,—11 +: 
Ar,—ı +Ay+1 b. 1 1 ‚br 
also c, == * nr -—+ ß org 
Az-—ı’Ay+1 Ar q2,—+1 A2r—ı a, 
nlolich : 
Folglich 1st 
1 C, { c-4r,4,,_1— br d 
——-z=r.q u So —— ( 
dyr+1 b, BT Ay-ı b, Arr—ı 


b.Q;», WR 


mn =1:($ 1 
ea). 


(13.) Ay 
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Da ausserdem die beiden ersten Gleichungen (11), nämlich 4, — —- (0,0), = a, 
1 
1 FOR nr l 
und co, = „ (9, a): = die Coefficienten a, = b, und a, — . bestimmen, so 
H 1 ‚0 


lassen sich durch Anwendung der Formeln (12 und 13) alle Nenner « finden. 


Ferner ist nach (12) 
ze bob, 2) 


u 1 on r 
(I; _— a,a? — b, 6 Co und nach (13) a.—] (a „ja :(« o ı—c,)=] :Co(eoc,—1) 
b\ bz 2 Cz 2 
En a,a? — by . (Co Ba 1) a;—] (a je | (cc, -1)-ei(cyc,-1 ) | 
—=1:(c,0, — 1) (ec, € Ca —Cy—C,) 
b, ba \2 er 2 # \ 
a Ya b3 (CC) C5 — Cy — Cr) a-—1:|c,(CgCCa-Cy-C3) —(eyc—1 CoCıCa=Co—C;,)] 


—1:(eyere3>—C—Cz)(Cge1CzCz-Cyei-Colz=CzC,) 
Fasset man diese Ausdrücke durch Anwendung des Summenzeichens X zusam- 
men, so erhält man 
a; = b3,2(—1)lcyC2)2a. 2(—1)lcoC2)2 u Anaeı 1:>(—1)’(cyC3)aa S(—1)°CcoC5)3. 
a= »(—1) lee du. MD leosCı)2« u, — 1:2(—1)*(cye)2..&—1)(c5C5)5. 
a, = bI(— 1) ce). FM (CosCo)2. a, = 1:8(—1)‘(c,C0); „S—1)Kcoocı)2a 
a, == b, a, = 1: 8(— 1)* (e,,C0).. 

Die Induction führt auf die allgemeine Form 

(14.)a,,=b,2(-1)* c9sC,_ı a I(-1)lcaC-1)2. kpl: 3-1) lc9C,_ )aa FC-L)lcC)as; 
und in der That folgt aus (12), wenn diese Ausdrücke als richtig angenommen 


werden: 
ro ee les EN 5, 


und aus (13): 


Ay, 1: > Ay -.—) = 1:[c,,.. I(— 1)" (eo, C,)22.8(— 1)° (Co, C,)2a 
— I(— 1)’ (cu6,-1)2a.— 1° (CosC-)2a | 
1: 3(— 1)° (co 5 C)an » [2 (— 1) 1 (603 C)2a — EI— D)* leo 1) ] 
1: 3(— 1)° (co, C,)2a: 2(— 1)° (co Cr1)2% 
Diese Ausdrücke stimmen mit denen (14) überein, wenn man in densel- 


ben r—1 statt r setzt. Wenn also die Formeln (14) für «,, und a,,,, richtig 


\ 


sind, so sind sie es auch für a,,,, und a,,,,; und da sie oben für a@,,@,,a, und 
4,,4,,Q, gefunden wurden, so gelten sie für alle Theilnenner «. Der so erhal- 


' statt x steht, kann nun 


tene Kettenbruch F(ags 3,1), in welchem zudem x” 
weıter nach den Formeln ($. 1) in die Reihe X4,x”” verwandelt werden. 


Trier ım Januar 1852. 
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6. 


Lösung einiger Aufgaben aus der Axonometrie; 
mit besonderer Berücksichtigung der Anwendung 
derselben bei bildlicher Darstellung der 
Zwillingskrystalle. 


(Von Herrn Gustav Zeuner, Berg-Ingenieur zu Chemnitz. ) 


D::. Axonometrie, welehe ıhren Namen und ihre mathematische Be- 
sründung dem Herrn Professor IV eisbach zu Freiberg verdankt, ist diejenige 
Parallelprojection, welche alle Eckpuncte eines bildlich darzustellenden Gegen- 
standes auf drei auf einander rechtwinklig stehende CGoordinaten-Axen bezieht und 
das Axensystem so gegen die Bild- Ebene bringt, dass die Projectionen gleicher 
Theile der Coordinaten-Axen auf der Projections Ebene in einem gegebenen Ver- 
hältnisse stehen. Nachdem das Axensystem ın dieser Art auf die Bild-Ebene proji- 
cirt worden, lässt sich jeder Punct des darzustellenden Körpers ım Bilde dadurch 
bestimmen, dass man die Coordinaten desselben auf die projicirten Coordinaten- 
Axen in der denselben entsprechenden Verjüngung aufträgt und mit den drei 
Coordinaten ein Parallelepiped beschreibt, dessen ausserhalb der Coordinaten- 
Axen liegender Eckpunct die verlangte Projection des Puncts ist, 

Es kommt demnach bei der axonometrischen Darstellung eines Gegen- 
standes zuvörderst darauf an, das Axensystem nach dem hier oben angegebenen 
Gesetze auf die Bild Ebene zu projiciren. 

Die Lösung dieser und einiger anderer Aufgaben, die sich an die erstere 


anschliessen, ist der Zweck des gegenwärtigen Aufsatzes. 


Aufgabe I. 


Die drei auf einander rechtwinklig stehenden AxenOA,OY u. OZ (Taf. 1. 
Fig. 1) sollen so gegen die Bild-Ebene PO gebracht und auf dieselbe projicırt 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XLVI. Heft 2. 13 
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werden, dass die Projectionen IX‘, OY’ und OZ' gleicher Theile dieser Axen 
in dem gegebenen Verhältnisse 1: m: n stehen. Es sind die Neigungswinkel 
XOA', YOF' und ZOZ' der drei Axen gegen die Bild-Ebene, die Verjüngungs- 
verhältnisse, d. h. die Verhältnisse der Axenprojectionen zu den Axenlängen selbst, 


und die Winkel anzugeben, welche die Axenprojectionen auf der Bild- F.bene 


unter sıch einschliessen. *). 
Auflösung. 


Setzt man die Axen OJA=O0Y=0Z=1 und ihre Neigungen gegen 
die Bild-Ebene: 
\0X'=a . YOF—= BP und ZOZ =y, 
so ergiebt sich für die Projectionen: 
OX=cosa ,„ Of'=cos? und OZ'=cosy. 
Der Aufgabe gemäss ist aber das Verhältniss der Axenprojectionen: 


0X : @f' : O2 =l:m:n; daher: 


COS@ : cos 3 :cosy= l:n:n; woraus 
cos = mcosa und cos y=ncosa lolgt. 


Die drei Axen ım Raume schliessen mit der Linie ON. welche normal auf der 


Bild-Ebene steht, die Winkel 
AON=a' ; YON=P' und ZON=Yy 


ein. 
Nach der analytischen Geometrie wird der Zusammenhang der Winkel 
a‘, 3’ und y‘ durch die Gleichung 
i d Ä 
cosa’ + cos” 5° +0sy =] 
ausgedrückt. Da nun diese Winkel die Complemente der Winkel a, 5 und y 


sind, unter welchen die Axen gegen die Bild-Ebene geneigt sind, so erhält man 
[| 
i 


© © 
sin?’a + sin?d + sin’y = 
In diese Gleichung die oben für cos? und cosy gefundene Werthe ge- 


setzt, orebt 


l — co?a +1— m’co?a #1 — n?co?a =]1l, 


*) Diese Aufgabe, deren Lösung hier vorausgeschickt werden musste, weil sich die nächsten Auf- 
saben darauf stützen, hat zuerst Herr Prof. Weisbach in dem Aufsatze: „Die monodimetrische und ani- 
sometrische Projeetionsmethode” in den polytechnischen Mittheilnngen von Vols und Karmarsch Dd. I 
S. 125 bis 136 bekannt gemacht. Eine von der vorigen etwas abweichende Auflösung, mit Hülfe der 
ebenen Trigonometrie, hat der Verfasser des vorliegenden Aufsatzes in einer Abhandlung: „Die Anwen- 
dung der Axonometrie auf die bildliche Darstellung der Krystallgestalten , Berg- und Hüttenmännische 


Zeitunz 1852. No. 24 und 25 zezeben. 


1 
. 
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woraus f L > 
NEN 
/ s L it L 
(1.) cosa = | , = cy, Ep oo; 
j h +-m’ tn JAN _ 
| 2 
. cos > gen 7 | ws: > 
(2.) r ‚ l+-m’+n? 
3 ERBE. 
i coy=n.V; 
(.) / 1 + m?’ + n? 


folet. 

Diese drei Gleichungen geben sowohl die Winkel, unter welchen die dreı 
Axen für das gegebene Verhältniss der Axenprojectionen gegen die Bild-Ebene 
geneigt sind, als auch durch die Cosinusse der berechneten Winkel die Verhält- 


nisse der Axenprojectionen zu den Axenlängen selbst. Gleichzeitig sieht man auıs 


den gefundenen Gleichungen, dass die Werthe mn und n gewissen Bedingungen 


oO n 


entsprechen müssen. Die Gleichung (1) gab 
2 
1 + m?’ —+n?’ 


co®a(l+m’+n?) = 2 


2 
cos u = woralls 


folgt. Da cosa stets kleiner als 1 ist, so muss, damit dieser Gleichung genügt 
wird, 
l1+m’+n’>2 oder 

m’>1-—n? 
sein. Eben so folgt aus der Gleichung (2) die Bedingung 

m 1+n? 
und aus der Gleichung (3): 

nm +-1>n. 
Es zeigt sich aus diesen Bedingungen für m und n, dass diese Grössen nur 
wischen engen Grenzen hiegen können. 

Der zweite Theil der Aufgabe ist: die Winkel A\OF'= 9; YOZ = 
und ZOA’=% zu finden, welche die Axenprojectionen auf der Bild- Ebene 
einschliessen. 

Zur Bestimmung des Winkels A'OY’ = beschreibe man von O aus 
das sphärische Dreieck ANY, so dass zweı Eckpuncte desselben in die betref- 
fende Axe fallen und der dritte Eckpunet ın die Normale ON zu liegen kommt. 
In diesem Dreiecke ıst für den Winkel AV F, nach den Sätzen der sphärischen 
Trigonometrie: 
cosXY—cosXN:.cosYN 


cos. ANF= sin XN-sin YN 


15 * 
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Aber-der sphärische Winkel X\MF it = X O'/Y'= 9; ferner ıst AF = MW; 
XAN=W—aund PN =9W— P, also verwandelt sich die Gleichung ın fol- 


oende: 
sin «- sin} 


cos = C0S«-C0s} oder 
(4.) cosp = — tanga.tang?, 
und analog : 
(3.) cosU = — tang >. tangy, 
(6.) cos/ = — tangy.tanga. 


Da diese Formeln zu ıhrer Benutzung die trigonometrischen Tangenten 
der Winkel «, $ und y bedürfen, die Formeln (1,2, 3) aber die Cosinus der 


Winkel geben, so muss man sie mit Hülfe der goniometrischen Formel 


I — cos’« ’ . / 
lange = | ( eye ) umformen. Es gehen dann die Gleichungen (4, 5, 6) ın 


In folgende über: 
VItm? + n?— D)(n? — m’ +1)] 


(7.) cosp = — 2 
\ Vl(n?— m? +1)(m’— n’+1)] 

(8.) ur, ee mn und: 

(9) nn Nm +m®—-Dm’—n+D)] 

9.) cos/ = 2n . 


Diese lezteren Gleichungen dienen dazu, aus dem gegebenen Verhältnisse 
der Axenprojectionen I:m:n unmittelbar die Winkel zu finden, welche diese 
Projectionen auf der Bild-Ebene unter sich einschliessen. Hat man jedoch nach 
den Gleichungen (1, 2, 3) die Winkel berechnet, welche die Axen im Raume mit 
der Bild-Ebene machen, so ergeben sich die Winkel g, «« und % leichter durch 


die Gleichungen (4, 5, 6). 


Anmerkung. Axonometrische Darstellungen, bei denen die Axenpro- 
jechonen das Verhältniss 1:m:r2 haben, nennt man, nach dem Vorgange FF eis- 
bachs, anısometrische Projectionen. Am häufigsten kommt, besonders beim 
Krystallzeichnen, das Verhältniss 1:0,9:0,5 vor. Für diesen Fall giebt die Rech- 
nung für die Winkel, welche die Axen ım Raume mit der Bild- Ebene ein- 
schliessen: 

e= 55V ; BA = 2731’ und y = 60°29° ; 


ferner für das Verhältniss der Axenprojectionen zu den Axenlängen selbst. oder 


für dıe Cosinusse der Winkel: 


cos«—=0,9553 ; cos? = 0,8865 und cosy = 0,4927 ; 
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und endlich für die Winkel, welche die Axenprojectionen auf der Bild- Ebene 
unter sich einschliessen : 
g=911l' ; )=1517,9% und 7= 107 49. 

Die monodimetrische Projection ist diejenige, be: welcher die Axenpro- 
jectionen in dem Verhältniss 1:1: stehen. Hier ıst m =]. In der Anwen- 
dung setzt man gewöhnlich n gleich 5, 3 oder 4, und es finden sıch durch Ein- 
führung dieser Werthe in die oben angegebenen Formeln leicht die Winkel, 
welche die Axenprojectionen auf der Bild-Ebene einschliessen; so wie die andern 
zur bildlichen Darstellung des Axensystems nöthigen Werthe. (In den oben an- 
geführten Abhandlungen sind für die gebräuchlichsten Werthe von m und die 
Rechnungsresultate angegeben.) 

Sind endlich die Projectionen gleicher Theile der Coordinatenaxen gleich 
gross, also in dem Verhältniss 1:1:1, so ergiebt sich die schon länger bekannte 


ısometrische Projection. 


Aufgahe II. 


Es ist ein rechtwinkliges Axensystem nach der Aufgabe (I) so auf die Bild- 
Ebene projicirt worden, dass die Axenprojectionen in einem beliebigen Verhältniss 
I: m:n stehen. Es sind also nicht allein. die Winkel «. 5 und y bekannt, welche 
die Axen im Rate mit der Bild- Ebene eivschliessen, sondern auch die Winkel 
p,b und X, welche die Axenprojectionen unter sich auf der Projections- Ebene 
bilden. Stellt man sich nun vor, das Axensystem werde ım Raume um einen 
gegebenen Winkel g um eine feste Axe OT (Fig. 2), deren Lage gegen die drei 
Axen OA, OY und OZ gegeben oder nach besondern Angaben zu berechnen 
ist, (S. Anwendung u. Beispiel Aufg.II) gedreht, so kann die Aufgabe sein: aus 
diesen Angaben für die Lage des Axensystems nach der Drehung, sowohl die 
Winkel a‘, 5° und y‘, in welchen dann die Axen OX, OY und OZ gegen die 
Bild-Ebene geneigt sind, als auch die Länge der Axenprojectionen und die 
Winkel g‘, al“ und X/, welche dieselben dann auf der Bild-Ebene einschliessen, 
zu bereehnen. Auch ist noch derjenige Winkel anzugeben, welchen die Pro- 
jectionen der Axe OA vor und nach der Drehung mit einander auf der Bild- 


Ebene machen. 


Erste Auflösung. 


Der Aufgabe gemäss, soll die anfängliche Lage des Axensystems OA, 


OF und OZ (Fig. 2) vollständig bekannt sein, so dass unter der Voraussetzung, 
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dass die Axenprojectionen in dem Verhältniss 1: m: stehen, die Winkel «, 5 
undy undg, x, Y nach der Aufgabe (IT) berechnet worden sind. Die Drehungs- 
Axe OT bilde mit den drei Axen die Winkel XO0T=A, YOT=B undZOT=C, 
(Fig. 2) welche als bekannt vorauszusetzen sind (S. das Beispiel zur ersten Auf- 
lösung). Nach einer Drehung des Axensystems um OT, um den gegebenen 
Winkel og, mag die Axe OA nach OU; die Axe OY nach OF und OZ nach 
OFF gekommen sein. Projicirt man diese Axen wieder auf die Bild-Ebene, so 
hat man, durch Rechnung, sowohl die Winkel UOU' = «a, VOV'= P' und 


9 





IV OII' =,‘ und in deren Cosinussen die Verjüngungsverhältnisse der Axen- 
projectionen zu den Axenlängen selbst, als auch die Winkel "’OY'=y‘, 
V'OII' = ıY und FVOU‘' =, und den Winkel X’OU‘ zu suchen, um das 
Axensystem nach der Drehung zeichnen zu können. 

Fället man ın O ein Perpendikel ON auf die Bild-Ebene und setzt, so- 
wohl ON und OT, als auch sämtliche Axen im Raume, gleich 1, so lässt sich 
die Aufgabe, wenn man nach der Angabe der Figur, von 0 aus die verschiedenen 
Puncte durch Kreisbogen verbindet, mit Hülfe der sphärischen Trigonometrie 
wie folgt lösen. 

Im sphärischen Dreieck ANT ist: 

cos \U = cosN\A cos UX + sin VA sin UX cos NAT. 
Da aber VL =90—u’ und VYA=90—a ist, so kann man auch wie folgt schreiben: 

(1.) sına’ = sınacos UX + cosasın UX cos NXU, 

Für AU ergiebt sich aus dem sphärischen Dreieck XUT: 

cosUA = cosATcos UT + sin X\Tsın UTcos UTX. 
Da aber ’X = Aund TU= TAX ıst, weil die Lage der Axen gegen die 
Drehungs - 

(1) cosAU = cos A+sın’Acose = 1— sin" A(l1— cos eg) 
Ferner folgt nach (Fig. 2): 

(2.) Wink. NAU=NXY— TXY-+- TAU, 
wo ım sphärischen Dreieck NÄY, 


s- Axe unveränderlich, und UTX = o ıst, so folgt: 


on cosNY—cosNXcosXY _ cos(9d — A) — cos(9U — «)cos90° sin? 
csN\F= sinNX sin XY 7 sın (90 — «) sin 90° — cos« . 
Ferner ergiebt sich aus dem sphärischen Dreieck TAF: 
TXY cos TY— cosTX cos XY cos BD — cosA4 cos” cosDB 
cos TAF= sinT’XsinXY ” sinAsin90° sind’ 


und aus dem sphärischen Dreiecke TAU): 


cos TT — cos TX cos XU 1— cos XU 
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Berechnet man mit Hülfe dieser Gleichungen nach (2) den Winkel NAU, 
nachdem man nach (1) den Werth AU gefunden hat, und setzt dann die betref- 
fenden Grössen in die Gleichung (I), so ergiebt sich zuvörderst a‘, d. h. die Nei- 
gung der Axe OX gegen die Bild- Ebene, nach der Drehung, oder der Winkel 
UOU'. Zugleich erhält man für die Verjüngung der Axenprojection OU ’—cosa, 
welOU=0OX=1 gesetzt wurde. 

Um die Axe auf der Bild-Ebene zeichnen zu können, ıst noch der Winkel 
A‘OU' zu berechnen, der dem sphärischen Winkel XNU gleich ıst. Es ergiebi 
sich demnach: 


AnNIn nr cosXU— cosN XcosNU 
(1) cs KOU = cos ANU=— sin NX sin NU 


cos XU — sine sin «’ 

e0sa@coe 

ın welcher Gleichung alle Grössen zur Bestimmung des Winkels A‘OU’ bekannt 
sind. 

Auf gleiche Weise lasse man nun auch die Axe OF sich drehen, und be- 
rechne sowohl deren Neigung gegen die Bild- Ebene nach der Drehung (also 
den Winkel VOFY°), als den Winkel Y‘O'Y, welchen beide Projectionen der 
Axe OF vor und nach der Drehung mit einander auf der Bild- Ebene machen. 

Im sphärischen Dreiecke NY ist 

cosNV/ = cosNYcosYY-+sınYVY sn YYcosNyV. 
Hierbei it NV =W— 5’ und NY = W — P, daher: 
(111.) sın 5° = sın PJcos/’Y + cosP sin FVY cosNYV. 
Aus dem sphärischen Dreiecke FVTY ergiebt sich aber 
cos/Y =cos/TcosYT+snm/Tsın YTcosYTV. 
Daher VT=YT=B und Wink YTVY = ist, so folet: 
(3.) cosV/Y = cos®’B + sin’B cosoe = 1 — sin’ B(I1 — cos 0). 
Ferner folgt für die Gleiehung (Ill) der Winkel 


(4.) NYVY/=TYVY—-TYN=TYA+-TYV/—NY\: wo 
TYY— cos XT— cosYTcosXYcosXY _ cosA 
FOREN sin YTsin X Y  sinB ' 
PRREN cosVT—cos VYcos YT l-cosV) a 
cry = — sinvysnyp eg ob ( sinVvy ) = cotg b.ta(4 FF) 
£ cosNX — cos XY sine . 
und cs N\FA=- sinXYsinNY cos? Hei 


Die ın (3 und 4) gefundenen Werthe in (Ill) gesetzt, giebt sowohl die 
Neigung der Axe OF gegen die Bild-Ebene nach der Drehung, also den 
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Winkel/OF'=P%', als auch in dem Ausdrucke OY7’= cos ß‘ die Länge der Pro- 
jection OF, wenn IV’ =OY/=List, 
Der Winkel F'OY‘, welchen die Projectionen der Axe OF cor und 


nach der Drehung mit einander auf der Bild- Ebene einschliessen, ist dem sphä- 





rischen Winkel /VY gleich und man erhält denselben aus dem sphärischen 
Dreieck /NY wie folet: 


’YV N N 
(IV ) cos/'OYF' = cos/NY nee —u Zr 
cos YY— sin 7 sin 7 
0082005} 
wenn man die in (III) und (3) für 5’ und /F gefundenen Werthe benutzt. 


Für den Winkel F’OU' = %‘, welchen die Projection der Axe OV, d.h. 
der Axe OA nach der Drehung, mit der Projection der Axe OY (OF nach der 
Drehung) einschliesst, ergiebt sich nun: 


Wink, g=9— XOU+V'OFr': 


und zur Gontrole der Richtigkeit der Rechnung dient aus der Aufgabe (1) die 











Gleichung 
cosp' = — tanga’.tang P". 

Die auf diese Art berechneten Werthe von a‘, "3 und y‘ geben jetzt 
weiter das Mittel, nach den Formeln der Aufgabe (Il) sowohl den Winkel 
ITOJIV' = y‘, den die Axe OZ nach der Drehung mit der Bild-Ebene ein- 
schliesst, als auch die \\ ıinkel F oVW"' = Ur‘ und IV OU' = zu berechnen 


welche die Projection der Axe OZ nach der Drehung, also OFV‘, mit den Projec- 















tionen der beiden andern Axen auf der Projections- Ebene bildet. 
Aus der Gleichung sın?a’ + sin? 3’ + sin’y' = 1 folgt siny‘ = Y(l— sin?«‘ 


— sın?5°), und es ergiebt sich daher für die Länge der Projection OF’ = cosy‘ 


schliesslich : 


R: } 
cost = — tang >" tangy‘ 
cos/ = — lang y‘ tang a‘, 





Anwendung und Beispiel. 


Die Resultate der Auflösung vorliegender Aufgabe wurden zuerst vorn 
Verfasser zur axonometrischen Darstellung der Zvrllingskrystalle benutzt. Bei 
der Erklärung der Erscheinung des Verwachsenseins von Krystallen stellt man 
sich nämlich die Individuen zunächst ın paralleler Richtung vor, und dann das 


eine Individuum um eine Axe, die gewöhnlich senkrecht auf einer Krystallfläche 


| _ | | | Fr 
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oder parallel mit derselben ist, um einen bestimmten \V inkel gedreht. Bei der 
axonometrischen Darstellung solcher Verwachsungen hingegen stellt man sich 


das Axensystem, auf welches bei der Darstellung alle Krystall-Eckpuncte bezogen 





wurden, und welches nach der in der Aufgabe (I) angedeuteten Weise auf die 
Bild-Ebene projıcırt worden ist, um die gegebene feste Drehungs-Axe oedreht vor, 
und projıcırt nach der Drehung das Axensystem von Neuem, um den Krystall 
auch nach der Drehung zeichnen zu können. Beide Darstellungen eor und nach 
der Drehung liefern das axonometrische Bild der Verwachsung. 

Bei Lösung der Aufgabe (II) wurde vorausgesetzt, dass die Drehungs-Axe 
durch den Ursprung des Axensystems gehe, und daher auch der Ursprung des 
gedrehten Axensystems dieselbe Lage einnehme, wie der Ursprung des Systems 
eor der Drehung. Bei der Darstellung der Zwillingskrystalle fallen nun zwar 
nicht immer die Anfangspuncte beider Axensysteme zusammen, indess hat Dies 
auf die Rechnung keinen Einfluss, vielmehr lässt sie sich stets unter der ersten 
Voraussetzung ausführen. Bei der Darstellung von Ferwachsungen, bei denen 
die gedachten Puncte nicht zusammenfallen, kann man das eine projicirte Axen- 
system leicht gegen das andere verschieben, indem man dasselbe, z. B. parallel 


mit sich selbst, zuerst in der Richtung der projicirten Axe OX‘ und dann um 





einen verhältnissmässig gleichen Theil ın der Axe OU’, so weit fortrückt, bis das 
Bild des Zwillingskrystalls die verlangte Ausdehnung zu erhalten scheint. 

Die Lage der Drehungs-Axe ist für die regelmässigen Verwachsungen 
jedesmal bestimmt gegeben. Die Axe ıst, wie schon gesagt, entweder mit einer 
Krystallfläche parallel, und liegt dann, wenn man sie nach dem Ursprung des 
Axensystems verlegt, in einer Coordinaten-Axe, oder in einer Coordinaten-Ebene, 
oder sie steht senkrecht auf einer Krystallfläche. Im ersten Fall sınd die Winkel, 
welche die Drehungs- Axe mit den Coordinaten-Axen macht, unmittelbar gege- 
ben; in den letzten beiden Fällen lassen sich dieselben leicht aus der durch kry- 
stallographische Gesetze gegebenen Gleichung der betreffenden Krystallfläche auf 
folgende Weise berechnen. 

Die bekannte Gleichung der Krystallfläche, auf welcher die Drehungs- 


Axe senkrecht steht, seı: 


} ‚ 
x Y s _ 
+7 tr, 


Die Gleichungen der Drehungs - Axe seien, da dieselbe der Voraussetzung 


gemäss durch den Ursprung des Axensystems geht: 
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- 


Ex 
‚=0 und „+ 7=0, woraus 


v” d’ 
dd 


‚2 und 2" = —; x“ 
a c 


folgt. Die analytische Geometrie giebt fiir den Fall, dass die Linie senkrecht 
auf der gegebenen Fläche steht: 
h’ a d a 
—_-,—_ und ——; = - 
a b 


wonach sıch für die Gleichungen der Linie auch 


’ 


72" wi 
ergıiebt. 
Setzt man die CGoordinaten des Durchschnittspuncts der Fläche mit der 
Linie gleich ©, y und z, so finden, da dieser Punct sowohl der Fläche als der 
Normale angehört, auch folgende Gleichungen Statt: 
2 y x a 
„r,tr,;,=1 ;;: = 
woraus: 
a:b°.c? 
ab? +a?c? + b?c}’ 
b-a?.c? 
ab? + ac’+ 
c-a?.b* 


Er, und 
Ser de 2 folgt. 

Es ergiebt sich aber durch eine einfache Betrachtung für den Winkel, wel- 
chen die Normale mit der gegebenen Fläche oder, mit andern W orten, die Drehungs- 


Axe mit der AxeOX einschliesst, aus den Coordinaten des Durchschnittspuncts: 


tang dA = er (In Fıg.2 ıst Wink. A=TOX = arcTX). 


Ic 
Für den Winkel, welchen die Drehungs-Axe mit der Axe OY einschliesst, ist 
V (a? +2: i i 
tangb = - (Wink. J=T7OY=arcTY) 


und für den Winkel, welchen die Drehungs-Axe mit OZ macht: 


lang = Ä @ + (Wink. C= TOZ=arTZ) 


ny 


Setzt ınan in diese Formeln die oben für &, y und z gefundenen Werthe, so er- 


hält man: 


RE ay(b* + c?) 
(1.) tang A = E 


/ 
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bV (a? +?) 





(2.) tangB = 2 
2 2 
(3.) tang Ü = d. “+. 


Mit Hülfe dieser Formeln lassen sich also unmittelbar aus den Parametern 
der gegebenen Krystallflläche die Winkel berechnen, welche die auf der genann- 
ten Fläche senkrecht stehende Zwillings-Axe mit den drei Coordinaten-Axen ein- 
schliesst. 

Als besonderes Beispiel soll ein Axensystem angenommen werden, dessen 
Axenprojectionen auf der Bild-Ebene in den Verhältnissen 1:0,9:0,5 stehen. 
Für diesen Fall wurden in der Aufgabe (IT) die Winkel angegeben, welche die 
Axenprojectionen auf der Bild-Ebene mit einander machen. Um demnach die- 
ses Axensystem auf der Bild-Ebene darzustellen, trage man an die verticale Linie 
OX (Fig. 3) die Axe OY" dergestalt an, dass Wink. XOY’ = 95’11‘ ist, die 
Axe OZ' so an OY‘, dass Wink. Y'OZ'’ = 157°0‘ ist, und mache mittels eines 
Maasstabes OX'= 0,9553, OY'’= 0,5868 und OZ’= 0,4927, oder, wo es auf die 
absolute Länge, wie bei Krystallgestalten, nicht ankommt, OA’ = 1, OY’ = 0,9 





und OZ‘ = 0,5. Dann ist das Axensystem auf die verlangte Weise vollständig 
proyicırt. 

Es soll nun das Axensystem im Raume um eine Linie, die senkrecht auf 
einer Oktaöderfläche steht, um den Winkel g = 60° gedreht und dann das 
Axensystem von Nenem auf die Bild-Ebene projıcirt werden. 

Nach der Aufgabe (II) müssen zuerst die Winkel bestimmt werden, 
welche die Drehungs-Axe mit den drei Axen im Raume einschliesst. Da bei ei- 
nem Okta@der die Coordinaten- Axen zugleich die Haupt - Axen sind, so ist die 
Gleichung der Oktaäderfläche &-+y-+3=1, für welche also a=b=c=1 ist, auch 
für dieses Axensystem gültig. Setzt man die erwähnten Parametera=b=c=] 
in die Gleichungen (1,2, 3, Anwendung und Beispiel). so ergiebt_ sich 
tang A = tangB = tangC =] 2, und hieraus: 

Wink. A= B= (= 5444‘, s 
Für den Winkel a‘, welchen die Axe OA nach der Drehung mit der Bild-Ebene 
einschliesst, ergiebt sich nach der Gleichung (1, Aufgabe Il): 
sina’ = sinacos AU + cosasın AUcosN\AU, 
Hierbei ist nach der Aufgabe (I) « = W5V". 
Nach der Gleichung (1) ist cosAU = 1 — sin?(54°44’) (1 — cos60°) oder 
VU= 4812 


14° 
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Ferner 


Wink. v9A\U=NAY—- T\Y+- TAU, 


sin ö sin (27°31) u 
nn ee ei ' 7 BR Y0 2 
sin DB sind4’ 44 


x 1, . ' mn een Penn . Fa) en "() 
Sodann ıst cos T\/ = 2 oder TA\Y=%&M 





wo cosN\Y = 


und cos TAT = cotg A.tang(; UA) = cotg (D4°’ 44’). tang (24° 12°) 
oder Wink. TAU = 7134‘, 
also demnach Wink. VNAU = 88° 37‘, 

Diese Werthe in die Gleichung für sina’ gesetzt, giebt für die Neigung 

der Axe OX gegen die Bild-Ebene nach der Drehung: 
a’ = 734. 

Die Länge der Projection d. h. cos«‘ ıst = 0,9913 (für OX=1]). Von e 
dem Winkel AOL‘ (Fig. 3), welchen die Projectionen von OA cor und nach 
der Drehung mit einander auf der Bild-Ebene einschliessen, ist nach der Glei- 
chung (Aufgabe Il): 

" - cos X — sin « sın « cos (48° 12°) — sin (9° 50’) sin (7°34’) 

cs AU = cos « cos« PB  cos(M50V) cos(7'34’) 

woraus AOU' = 48° 45° tolgt. 


Dreht man in gleicher Weise OF, so ergiebt sich für deren Neigun 








- P’ 
gegen die Bild-Ebene nach der Drehung, durch Benutzung obiger Formeln: 

B' = 56° 14° 
und für die Länge ihrer Projection cos 3° = 0,5558. 

Beide Projectionen dieser Axe vor und nach der Drehung schliessen nach 
(IV) den Winkel: 

r'OF' = 55°3% ein. 

Da nun nach Aufgabe (I) g= 95° 11’ war, so ist für das gedrehte Axen- 
systern op‘, oder der Winkel U’OF’ = 9’ = 101" 29°. _Derselbe Werth ergiebt 
sich für p’ anch durch die Gleichung cosp’ = — tanga’tang,?‘. Nach der in 
der Aufgabe (II) weiter angegebenen Weise folgt endlich y' = 3241’, also für 
die \xenprojection OoVV' = cosy’ — 0,8416 und 

V'OW' = ı=16335 ,„ WOU'—=y = 943. 

Sollten also in dem vorliegenden Fall die Axensysteme gezeichnet werden, 

so würde man die (Fig. 3), so darzustellen haben, dass sie folgenden Angaben, 


wie sie aus obiger Rechnung resultiren, genügt. Hierbei ist, da es beı Krystall- 


zeichnungen nicht auf die absolute Länge der Axe ankommt, die Projection von 
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OX,OX“ =] gesetzt, und es sind daher alle Projectionen der übrigen Axen in 


demselben Verhältnisse vergrössert worden: 


Axensystem vor der Drehung. (Fig. 3.) 


Neigung der Axen Länge Winkel, welche die Axen- 
gegen der projectionen auf der Bild- Ebene 
die Bild - Ebene. Axenprojectionen. unter sich machen. 
«= 950 OoX =1 y=XOY’= 91V 
p= 27°3V or = 0,9 vw= YOZ = 1570 
v = 60° 29 VZ = 0,5. | = ZOX = 107° 49 
Axensystem nach der Drehung. 
Die trigonale Axe ist die Drehungs- Axe und der Drehungswinkel = 60. 
Wink. XOU = 48° 45. 
d = 734 OU = 1,005 77 = V’OV = 101° 39 
I 56 1A OV = 0,564 2 = YOW = 163’ 38 
y = 32° 4l OW = 0,554 y = WOU= 94°53 


Die in (Fig. 3) nach vorstehenden Resultaten dargestellten \xensysterne 
können zur Zeichnung der regelmässigen Ferwachsung zwerer Octaöder dienen; 
wie es (Fig. 4) andeutet. 

Die Axen OA, OF‘ und OZ', welche das Axensystem zur Darstellung 
des einen Octa@ders bilden, werden über den Durchschnittspunct O hinaus ver- 
längert und von O aus die Längen OA‘, OY' und OZ' auch rückwärts auf die 
betreffenden Verlängerungen aufgetragen. Die gehörige Verbindung der gefun- 
denen Puncte durch gerade Linien nach (Fig. 4) giebt das Octa@der in der ersten 
Stellung. Verfährt man auf gleiche Weise mit dem zweiten Axensysteme OL, 
OF’ und OFV', so entsteht das zweite Octa@der, welches, auf die in (Fig. 4) an- 


gegebene Weise mit dem ersten verbunden, das verlangte Bild der regelmässigen 


Verwachsung zweier Octa@der in der Voraussetzung giebt, dass die trigonale Axe 
die Drehungs- Axe ist, und der Drehungswinkel 60° beträgt. 

Es ist klar, dass die Resultate vorstehender Rechnung auf alle Zwillings 
krystalle, die nach dem oben angenommenen Gesetze sebildet sind, Anwendung 
finden können. Die Resultate ändern sich zwar beı einer andern Lage der Dre- 
hungs-Axe und bei verändertem Drehungswinkel; doch giebt es so wenig Gesetze 
der Zwillingsbildung, dass man für die hauptsächlichsten im Voraus die Axensy- 
steme berechnen und die Resultate in der oben angedeuteten Weise Zabellarısch 


zusammenstellen könnte, 
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Die ganze obige Rechnung vereinfacht sich, wie es schon vorstehendes 
Beispiel zeigt, bei der Anwendung auf die Darstellung der regelmässigen Ver- 
wachsungen sehr: theils dadurch, dass in allen Zwillingsgesetzen nur die Dre- 
hungswinkel 180°, 120° (oder 60°) und 90° vorkommen, theils dadurch, dass die 
Drehungs-Axe stets eine solche Lage gegen die Coordinaten-Axen einnimmt, dass 
sich die oben aufgestellten Formeln auf einfachere Ausdrücke reduciren lassen. 
Wollte man die Reehnungsresultate für die verschiedenen Zwillingsgesetze Zabel- 
larısch zusammenstellen, so wäre es allerdings für die Einfachheit ein Haupt -Er- 
forderniss, für jede Darstellung des Krystalls in der ersten Lage das gleiche ani- 
sometrische Axensystem anzunehmen; wozu sich dann das System 1:0,9:0,5 am 


besten eignen dürfte. 


Zweite Auflösung. 


Vorstehende Auflösung der zweiten Aufgabe gab mit Hülfe strenger Rech- 
nung alle zur Darstellung des Axensystems nach der Drehung nöthigen Ele- 
mente. So lange aber nicht für die hauptsächlichsten Zwillingsgesetze die Rech- 
nung in obiger Weise im Voraus durchgeführt ist, so dass der Zeichner sofort 
nach angegebenen Resultaten das Axensystem zeichnen kann, ist es besser, das 
weite Axensystem mit Hülfe von Coordinaten aus dem ersten Systeme auf fol- 
ende Weise zu bestimmen: 


Die AxenOA, OYund OZ (Fig.5) bezeichnen, wie oben, das Axensystem 


cor der Drehung, dessen Lage gegen die Bild-Ebene aus der Aufgabe (I) voll- 


- 


ständig bekannt ist. OT'ıist die Drehungs-Axe, und die Axen OU, OF undOFIF 


stellen die Lage des Axensystems nach der Drehung um den Winkel g vor, um 


O0 
re) 


deren Bestimmung es sich handelt. 

Bezeichnet also OU die Lage der Axe OA im Raume, nach der Drehung, 
und OU deren Projection (Fig. 5), so würde, wenn die Lage des Puncts U be- 
kannt wäre, sowohl die Axenlage OU als deren ProjectionOT” gegeben sein. Die 
Lage des Puncts®/ ım Raume lässt sich aber durch Coordinaten in Bezug auf das 
gegebene Axensystem OA, OY und OZ bestimmen. 

Man fälle nämlich von U auf die AxenOX,OY und OZ, oder auf deren 
Verlängerungen, die PerpendikelUP, VO und /AR, so sınd offenbar OP, OO und 
Ofidie Coordinaten des PunctsÜ/ in Bezug auf das Axensystem OA, OYundOZ, 
Auf den auf die Bild- Ebene projicirten Axen hat man nun diese Coordinaten 
von O aus in der den betreffenden Axen entsprechendenVerjüngung aufzutragen, 


also 
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A 
OP' = a :,OP=OP.cos«“ 


y’ 
00 = 7y:00 = OQ.cosß und 


0Z 


OR’ = DZ: Oh=ÜOR.cosy 


zu machen. Mit Hülfe dieser Coordinaten ergiebt sich dann im Bilde leicht der 
Punct U‘, und in der Linie OU’ die ProjJection der Axe OÄ nach der Drehung. 

Zur Berechnung der Coordinaten von U, alsoOP, VO undÜR, beschreibe 
man von O aus die Kreisbogen UA, UY und UZ, und verbinde auf gleiche 
Weise die Puncte U, X, Y und Z mit dem Endpuncte 7 der Drehungs-Axe. 
DaUP senkrecht auf OÄ ist, so ist offenbar OP=cos UA; eben cOO=cost/} 
und OR = cos UZ (wel OA = 0Y=-VZ=-0U=-0T=N)). 

Setzt man nun die Coordinaten vonU:UP=x‘%: OO=y’ und Oh=:‘, 
und berechnet cos UA aus dem sphärischen Dreieck UT'X; eben so cos UY aus 
AUTY und cos UZ aus AUTZ, so ergiebt sıch: 

«" = OP = cosAÄU =cosÄT.cos UT+sın AT.sın UTcos X TU. 
Da aber nach der Auflösung (I) 
XT=UT=A und XTU=o ıst, 
so Ist (1.) a’ —=1— sınA(l — coso) 
Ferner: 
y=00=cosUÜY = cosUT.cos YT+sın UT.sin YTcosUTY oder 
(2) y’= cos A.cosB-+ sin A.sınBcos(ATY — 9), 


cosXY— cos XT.cos Y ey 


osA/Y’ = were — — cole / B ist: 
wo cosA/Y sinXT. sin YT cotg A.cotg B ist; 


und 
"= 0OR=cosUÜZ = cosUÜT.cos ZT + sın UT.sın ZT.cos UTZ oder 
(3) 2’= cos A.cosC+ sin A.sinC.cos (ATZ +), 
wo cos ATZ = — cotg A.cotg© ist. 
Um die Coordinaten von U zu berechnen, hat man also nur die Winkel A, 
b und € nöthig, welche die Drehungs-Axe mit den Coordinaten- Axen ein- 
schliesst. 
Auf gleiche Weise erhält man die Coordinaten von 7, also dadurch die 
Lage OJ/ der Axe OF nach der Drehung, nämlich: 
(4.) a" =cosF/X = cos A.cosB + sın A.sın B.cos (X TY + o) 
(5.) y"=cos/F =1-— sın’B(l— cos og) 
(6.) 2" = cosYZ = cosB.cosC+ sin B.cos(FTZ — 9), 


— 


eo 


N 
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wo cos FTZ = — cotgB.cotgC ist. 

Die Coordinaten von FF sind: 

(7) a" = cosIVX = c05s A.cosC + sin A.sinC.cos(ATZ— o), 
(8) y“ = cosIVY = cosB.cosC + sin B. sin C.cos(YTZ +0), 
(9.) 2” au 08 Wim 1— sn’C1— cosQ). 

Vorstehende 9 Gleichungen dienen nun dazu, das Axensystem nach der 
Drehung auf der Bild-Ebene darzustellen. Wie dies geschehe, wird sich aus 
der nochmaligen Lösung des Beispiels der ersten Auflösung der vorliegenden 
Aufgabe ergeben. 

Das Axensystem OA, OF und OZ war so auf die Bild-Ebene projicirt 
worden, dass die Axenprojectionen in dem Verhältniss 1:0,9: 0,5 stehen. (Fig. 3). 
Die Drehungs- Axe schliesst, unter der Voraussetzung, dass sie senkrecht auf der 
Octa@derfläche stehe, - der oben ausgeführten Rechnung, mit den drei Axen 
die Winkel A=Bb=C =54'44' ein. Der Drehungswinkel beträgt 60°, 

Nach den neh (1, 2 und 3) ergiebt sich demnach für die Coor- 
dinaten von U des Puncts X nach der Drehung: 

a = 1 — sin? (54° 44°) (1 — cos60°) = ;, 

y' = cos’ (34° 44°) + sın? (54° 44°) ) cos (120 + 60) = 
(weil sch A 7 Y = YTZ = ZTAX = 120° ergiebt. Fıg. 5) 

2’ = c0s?(34° 44°) + sin? (54° 44°) cos (120 + 60) = — 5. 


Eben so ergeben sich nach den Gleichungen (4, 5 und 6) für die Coordinaten 
des Puncts 7; 


\ 


im 
- 


—_— —1i . y =: und et, 
und nach den Gleichungen (7, $ und 9) für die Coordinaten von FF: 
"a5; Fam ui 9 , 


Um im vorliegenden Falle beide Axensysteme darzustellen, zeichne man 
zuvörderst das Axensystem OA“, OT’ und OZ‘ nach der Aufgabe (I.) (Fig. 3), 
verlängere die Axen über den Durchschnittspunct O hinaus, und trage von 0) 
aus die gehörigen Axenlängen auch rückwärts auf. Nun schreite man zur Dar- 
stellung des zweiten Axensystems, indem man U‘, 7’ und J/F7° durch die oben 
berechneten Coordinaten bestimmt, die man auf die Axen im Bilde in der den- 
selben entsprechenden Verjüngung aufträgt. Um also U’ ım Bilde anzugeben 
(Fig. 3), trage man OP’=3 OF“ auf und ziehe durch P* eine Parallele P'O’ 
mit der Axe OZ’ und P'O'=}0Z“ (Hier ıst zu beachten, dass P’O’ ın der 
Richtung der Verlängerung von OZ‘, also rückwärts aufgetragen werde, weil der 


Rechnung gemäss z‘ negativ ist). Durch Q* wird alsdann ‘U parallel mit OA 
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gelegt, und O*U” parallel mit OA gelegt und GL‘ = 3.0’ aufgetragen. 
Die Linie OU” giebt dann die Projection von OA nach der Drehung. 

Auf gleiche Weise ergiebt sich 7%, indem man 00% = 30Z, 
0"P"=?OY' und P'Y/“"=:0A macht. Der Werth P’Y' wird. da x“ 
negativ ist, abwärts, also der Richtung (A entgegengesetzt, aufgetragen. Die 
Lage von FV* folgt endlich, wenn man 

OP" =-—-;30F' ; P"O0“=3;30Z' und 0",IV'=;30X 
macht. 

Nach dieser zweiten Art ergiebt sich die Lage der Axen OU’, GEF" und 
OFT° schneller, als durch die Auflösung (1) der zweiten Aufgabe. Indessen 
dürfte sich das erste Verfahren, die Winkel, welche die Axen unter sich auf der 
Bild-Ebene einschliessen, und die Länge der Axenprojectionen anzugeben, besser 
eignen, für die wichtigsten Zwillingsgesetze die Rechnungsresultate tabellenförmig 
aufzustellen. Die zweite Methode, die Axen nach der Drehung durch Coordi- 
naten zu finden, ıst besser, wenn der Zeichner die Tabellen nicht zur Hand hat, 
und wenn es darauf ankommt, schnell zum Ziele zu gelangen. Die Verjüngungen 
der Axenprojectionen und die Winkel, welche dieselben auf der Bild- Ebene 
einschliessen, ergeben sich bei dem zweiten Verfahren am schnellsten durch di- 
recte Abmessung, wenn einmal beide Axensysteme gezeichnet sınd. 

Anrmerk. Bei oberflächlicher Betrachtung der zweiten Aufgabe könnte 
es zweckmässig scheinen, für ein bestimmtes Zwillingsgesetz beide Axensysteme 
cor und nach der Drehung so gegen die Bild-Ebene zu bringen, dass die Axen- 
projectionen beider Systeme in gleichen Verhältnissen stehen, dass also (Fig. 3): 

OX:OY':OZ = OU:OV':OVWV' = 1:m:n 
ist. Es würden dann für jedes besondre Zwillingsgesetz nur mm und n zu berech- 
nen sein, um sofort nach der Aufgabe (I) alle andern Elemente zur Darstellung 
beider Axensysteme zu finden. 

Die Rechnung giebt auch unter dieser Voraussetzung sehr einfache Aus- 
drücke für mn und rn; nämlıch: 


sınB sine 


j 
me; una a u _ 
. sın A sın Ad 


wo A, Bund C die oben angenommene Bedeutung haben. Aber abgesehen 
davon, lass dann die Anwendung der so berechneten Y\ erthe von zn und nl 
nicht immer gute Krystallbilder liefern würde, ist die Methode zur Darstellung 


von Zwillingskrystallen auch aus einen andern Grunde nicht wohl anzuwenden. 


Die Rechnung gilt nämlich unter der in Rede stehenden Voraussetzung, dass die 


O 
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Drehungs-Axe stets senkrecht auf der Bild-Ebene stehen muss. Da nun bei 
allen Zwillingsgesetzen die Drehungs-Axe mit der trigonalen Axe identisch ist, 
oder ın einer Coordinaten-Ebene oder Coordinaten - Axe liegt, so zeigen sich ent- 
weder beide Axensysteme der erwähnten Voraussetzung als zsometrische (S. Auf- 
oabe I), oder als einfach schiefe Projection, bei welcher nämlich die eine Axe ın 
der Bild-Ebene liegt und die beiden andern Axen in eine gerade Linie fallen, 
welche senkrecht auf der ersten steht. Beide Projectionsmethoden sind zur bild- 


lichen Darstellung von Krystallen nıcht tauglich. 


Aufgabe IE. 


Es ıst ein Punct P (Fig. 6) durch seine Coordinaten ©, y und z, ın Be- 


zıehung auf ein rechtwinkliges Axensystem gegeben, und eine Linie RS durch 


oO 
! / [4 
» ° 
z 


re ey x Al | 
ihre Gleichungen + 7 =1 und —+- =1 ın Bezug auf dasselbe Axensy- 
ie) a b C d D J 


stem. Stellt man sich nun den Punct P um einen gegebenen Winkel $ um die 
Linie RS so gedreht vor, dass seine Entfernung von dieser Linie während der 
Drehung dieselbe bleibt, so kann die Aufgabe gestellt werden: die Lage des 
Puncts P nach der Drehung durch seine Coordinaten anzugeben. 

Von vorliegender Aufgabe, deren Auflösung hier auf rein analytischem 
Wege geschehen soll, ist, wie leicht zu sehen, die Aufgabe (N) nur ein besondrer 
Fall. Während die obige Aufgabe nur für axonometrische Darstellungen wichtig 
ist, dürfte die gegenwärtige zugleich für die analytische Geometrie Interesse 


h oO oO 


haben. 


Auflösung. 


Wenn eine Drehung des Puncts P in der oben angezeigten Weise erfolgt, 
so wird die Bewegung desselben in einer Ebene ABC geschehen, die senkrecht 
auf der gegebenen Linie RS steht. Die Gleichung dieser Ebene seı 

To Yo zo 
a A: 
Da die Ebene auch durch den Punct P geht, so lässt sıch auch 
za y z 
’ + n + 7 1 
a b c 


schreiben. Beide Gleichungen von einander abgezogen, giebt 


1. 


w 
n 


’. = — —0(), 


a b’ c 


pe Ka Bu Yo Ip 


(1. 
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Da die Ebene senkrecht auf der Geraden RS (Fig. 6) stehen soll, deren 
Gleichungen gegeben sind, so stehen nach den Sätzen der analytischen Geometrie 


die Parameter der Gleichungen der Ebene und der Geraden RS in den Verhält- 


nıssen 
’ / 
a b C c 
— ( _ — - “ r S x 
zm z un zum „J; worau 
aa ac 
d d 
b’=——- und ( =—— 
b d 


folgt. Diese Werthe von 6’ und ce’ in die Gleichung (1) gesetzt, giebt: 


Iu— X Yo —Y 2, — 2 


= = + 2 0 oder: 


b d 
(2.) v—)aca— (n—-y)bee— (v—2)ad=V. 


Setzt man die zu berechnenden Coordinaten des Puncts P‘, d.h. von P 
9, 





nach der in der verlangten Weise geschehenen Drehung, gleich w, #, und w, so 
muss, da der Punct P auch nach der Drehung noch ın der Ebene ABC liegt, 
auch folgende Gleichung Statt finden, die aus (2) hervorgeht: 

(3.) (u— x)ac — (re — y)be — (vw — 2)ad =V. 
In dieser Gleichung sind, ausser den Coordinaten u, e und ® des Puncts P*, alle 
Grössen durch die Aufgabe gegeben. 


o, die Coor- 


Zum Weiterschreiten in der vorliegenden Rechnung ist es nöthig, 


dinaten des Durchschnittspuncts O der Ebene ABC mit der gegebenen Linie ALS 
zu kennen. Da der Punct O sowohl der Ebene, als der Linie RS angehört, so 
müssen, wenn man seine Coordinaten durch x“, y“ und 3“ bezeichnet, auch fol- 


gende Gleichungen Statt finden: 


(4.) (x — x) ac — Ga ?. be — (:"—:)ad—=V, 
" Ei 
(5.) z + „= 1, 
„AEOR. 2 1 
(6.) c TER 


4 


Die Gleichungen (5 und 6) geben y“ und =” durch &“, und setzt man die gefun- 


denen Ausdrücke in (4), so erhält man für die Coordinaten von O: 
(ac —bey—adzs+tb’c+d’a)ac, 
a?c? + b’c?+atd” 


(S.) p<=fı-%, 


x’ 
\ a 2 
(9.) “= (1-7)d. 
Die Gleichung (3) bleibt nun auch richtig, wenn man «“, y“ und z“ statt 


15* 


(7.) 2 mu 
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x, y und z setzt, da auch die letztern Coordinaten einem Puncte angehören, der 


ın der Ebene liegt. In dieser Fassung lässt sich die Gleichung, in Verbindung 


mit den noch zu findenden, besser zur Berechnung der Coordinaten u, e und w 


benutzen. Man erhält: 

(1.) (u— a. )ac — (ke - yNVbe— (w—:)ad=V. 

Verbindet man den gegebenen Punet P mit dem Durchschnittspuncte 
durch eine gerade Linie, so steht dieselbe, weil sie in der Ebene ABC liegt, aul 
ItS senkrecht und ıst die senkrechte Entfernung des Puncts P von der Linie AS. 
Für diese Entfernung PO = /ergıebt sich, da die Coordinaten beider Puncte P 
und O bekannt sind: 

PU =(c —- a’ + (y-YYV+rß@—:=P?. 

Nach der Drehung des Puncts P um RS ist P in die Lage P’ gekommen, 
so dass aus gleichen Gründen die Linie PO durch folgende Gleichung bestimmt 
wird: 

PO = (u— a? + (ey rl a). 


Da aber die Drehung des Puncts /P der Aufgabe gemäss in der Art Statt finden 


sollte. dass seine Entfernung von RS uneerändert dieselbe bleibe, so folgt 
hieraus: 

(11.) u— x) +Hle— yo —z)? — (va) + (y—y')’+(2—2”)” — PR. 
Die Seite dieser Gleichung rechts ist vollkommen bestimmt, da in der Aufgabe 


4 


x, y und z gegeben sınd und nach (7, 8 u. 9) x“, y“ und z“ sich berechnen 


lassen. 

Um die drei unbekannten Grössen u, e und w zu finden, ıst nun noch 
eine dritte Gleichung nöthig; die sich auf folgende Weise aufstellen lässt. 

Die Gleichungen der Linie PO seien: 


I Y, X S 
(10) +% —1 und + 3 = ], 


CL / 


Da die Linie sowohl durch P als durch O geht, so lassen sich die Gleichungen 


22 


auch wie folgt schreiben: 
- = zZ 
(11.) ; Zztz=1 0ınd 
i f} 
: „ 4 [70 
x x 2 
(12.) en, 
\ / y Y d 


. i 
Die Gleichungen (11 und 12) von denen (10) abgezogen, giebt: 
Y—yY IX 20 — 2 


Fun; "+ =0 
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Dividirt man mit den Gleichungen (14) in die (13), so erhält man 


I — «X u Tu — X 20 — 2 


Y 
7 Bas n — N) und ö ag „= . 
Tot Yo —Y nl Yun ud Kusudn, 
welche beide Gleichungen sıch ın folgende umformen lassen : 

y—y' z— s— 2 2— a” 

d; „ X Es Zi — Il und / „ To en „ van — 1. 
ya’ —ıy ya’—ıy sc’ — 22 2” — 2 

Vergleicht man diese Gleichungen der Linie PO mit denen (10), so folaı 


für die Parameter derselben: 


73 „ 
ya’ ıy ze" — ız” 
a u 77 3 y —— Pr = 
yo y zZ 7 
‘ m; 7) „ N E ry du 
2 Ya—ıy N zt — Tz 

3 2. „ b oa 
4 c—ıtT t—ıc 


In gleicher Weise ergeben sich die Gleichungen der Linie P/O, d.h. der Gera- 
den, welche den Durchschnittspuncet O der Ebene ABC und der Linie AS mit 


dem Puncte P‘, oder der Lage des Puncts P nach der Drehung, verbindet. 


(ir 
nn? 
Setzt man die Gleichungen von P'O: 

To Yo TC 0 

+ me und 7 y= 1, 


& 1B) 


so folgt mit Hülfe der bei der Gleichung der Linie PO angedeuteten Rechnungs- 


art für dıe Parameter: 


I 7 ! 
i ve — uy we" — ur 
& = „ == r 
v—y / W— z 
„ „ „ „ 
5 ve — uy WA — Ur 
» =— „ - Dr . 
4 uU—& U—-%& 


Nach Sätzen der analytıschen Geometrie findet, wenn sıch zwei Linien im 
Baume unter dem Winkel o schneiden, zwischen den Parametern ihrer Gleı- 


chungen und dem Cosinus des Winkels g folgende Gleichung Statt: 


) ’ 


»> An) 
PER 


AUEZDESBIE LEN ET E 


Diese Gleichung ım vorliegenden Fall angewendet, giebt, wenn man die oben 





coso = 
% 


für die Parameter a, P, y, 9 : a‘, 3%, y’ und d* gefundenen Werthe in die- 
selbe setzt und reducırt: 
u— ı’) a —- a’) +wW—- yY)y—-yY)tWw— "’)(z— 2) 
IT VRR +Yy-yYrR- ETW er+rR- Y’r+w— | 


Da aber nach der Gleichung (I) 
uw a"? + yY) +!) = (a- ri +ry-yY’ re = / 


ıst, so folgt endlich: 
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(1) (w— x") — a) +le—y'Y)ly—y') + le — 2) — 2“) 
= [x — a)” + (yv—r'W”+(2— 2)’ |cosp = l?cosg. 
Um demnach die Coordinaten z, e und w des Puncts P‘, der dıe Lage 
des Puncts P nach der Drehung andeuten soll, zu berechnen, sind nach den 


obigen Resultaten folgende dreı Gleichungen zu benutzen: 


(1.) (u a')ace— (e — y')be— (w— :')ad=V. 

(11.) (u— a)’ +l.—y'” +we—ı% =[/, 

(I1.) (u— x") — +(6— v)(y —y‘“) + (w— 2'\(2— 2“) —/ coso, 
we ?= (v— a)’ +(y—y’+(2— 2“) ist und die Coordinaten ©“, y“ und z“ 
mit Hülfe der Gleichungen (6, 7 u. 8) sich berechnen lassen. 

Da in der Gleichung (II) die unbekannten Grössen in der zweiten Potenz 
vorkommen, so ergeben sich für die zu berechnenden Coordinaten doppelte 
Werthe; was auch zu erwarten war, da die Drehung nach zwei Seiten hin Statt 
finden kann und die Aufgabe über die Richtung der Drehung nichts Näheres 
bestimmt. (Fig. 6 zeigt beide Lagen von P nach der Drehung in P’ und P*, 
je nachdem die Drehung nach der einen oder andern Seite hin erfolgte.) 

Bei Benutzung der letzten drei Gleichungen verfährt man am besten so, 
dass man mittels der Gleichungen (I und III) die Werthe von (e—y“) und 
(» — 2“) durch (u — x“) ausdrückt, die Ausdrücke quadrirt und sie in die Gleı- 
chung (Il) zur Besimmung von u setzt u. s. w. 

Bei der Anwendung vorliegender Gleichungen zur Auflösung der Auf- 


sabe (Il) vereinfachen sich die Formeln sehr; theils dadurch, wenn P in einer 


Coordinaten-Axe liegt, also zwei seiner Coordinaten gleich Null sind. theils da- 


durch, wenn die Drehungs-Axe durch den Anfangspunct der Coordinaten geht 


und deren Gleichungen daher eine viel einfachere Form annehmen. 


Chemnitz, im November 1852. 
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t. 


Summen von Reihen, ausgedrückt durch be- 
stimmte Integrale. Anwendungen dieser Sätze. 


(Von Herrn Dr. Dienger, Professor der Mathematik an der polytechnischen Schule 
zu Carlsruhe im Badischen.) 


S, lange die Reihe 
—i (0) 2°" (0) 2°” (0) 
(0) + +73 *+733 + 
convergirt, ıst 


Tg - 2’yp (0) 
p(O) + + 1.2 ee . =g (x), 


und zwar, wenn (2) a ist, für alle Werthe von z, von z=ÖVbis 2 = ı. 


Diess ist die bekannte Maclaurin' sche Formel. Von diesem Satze sind die fol- 





oenden Entwicklungen Anwendungen. 


$. 1. 
Es ıst 
Be 2k ( 0 2; ( () 
Sep (2ka)da =Ie] 50) + 2, ( TER RUE RLGSEREER © 


vorausgesetzt, dass p(z) endlich seı in alle möglichen reellen Werthe von : 


und dass dıe Reihe 


2k ry (0) (2% zw (0) 
(WM) + Be + 12 


convergire, für alle möglichen reellen Werthe von ®. 
Nun ıst bekanntlich 


Ser gr de =; 
+, (2r—-ND)(27 —3)..... l 
fe "de = ar \r 


-2D 


Substituirt man Diess, so ergiebt sich 








120 7. Dienger, Summirung von Reihen durch bestimmte Integrale. 


+2, (2k)?p’(0) 1 2A)” 90) (2r-N(2r-3)...1 
Je L pl2k. v) dx — | cp 0)+ 1.2 ö £ u 1. 2. ‚Pr I + | 

er 4" (0) ah aan | 

= Yr] 40 +" N Je Se PETTT 2. rer . 


Dadurch erhält man folgenden Lehrsatz: 
Ist (2 ka) und e’p(2kx) für alle reellen Werthe von x endlich, und 
für dieselben Werthe die Reihe 


2kry (0)  (2kr)p 0)  (2kz) gg” (0) an 
gW) + l + 123 + De rar in ınf, 


convereent, so ıst 


I’ (0) kr "(O) kg )(O) cas Et 
4) p0)+7 +73 rt 1 u RR ini = e Fl2kr)da. 
Hieraus folgt weiter unmittelbar: 
en (0) K?p'O) kp” (0) a4 l BE nn 
2)p0+) 7 +13 +3, + inınf. = ar (2x VYk)da, 


wenn man in dıe obigen Fe \ k statt k setzt 
Man setzeg(y) = \b(z+y), so erbält man: 
Ist Ab(z+2r4) sowohl, als e’rb(z+2x%k) endlich für alle reellen Werthe 
x und ıst für dieselben Werthe die Reihe 
2krı' (z) 2kr)w(z 
Pr p (2) 


u(2) + — u 12 Mil BE ın ınf. 
convergentl, so ist 
rn "(z) ktry®(z 2), „Kw®@) | r2 . 
alke ” u base BE 1 
(3.) v(z)+ 12 Re Va) ‘ v(z+2rk)dz:; 


— 


welches die, bekanntlich von Laplace gefundene Formel ist, 


Aus der Formel (1) folgt unter denselben Bedingungen : 


m‘k.,g(0) Ag "CO, A g2X0) K9H 1 r+tr,j/* 
(4.)p(0) +7 ,37+795 5 +8 *; 2: u # 7 Je Jgl2uch)idh ‚de, 
und 
nn 0 Iy(0) 1 Ka (0) 1 En, 1 Ewa 
(9.)4 (0)+ 3 h -+ 5° 12 u + „Hl 12, er +.=7,Je/g(2ry) dy.da 


wenn (z) für alle reellen Werthe von x endlich ıst und die Reihe 


(W).2z , 4’(0).(22)? 


(0) + ui sm ;; u Pr in ınf. 


für dieselben \Verthe von x convereirt. 
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Aus (2) folgt 


2 h g" (0).A? p (0) .k” per (0), AH! I 1 4 “a > k } 
(6.)p(O)i-+ 1.2 + ö 1.23 J BEP 723.00 u wi; | 1)‘ Joa} K)dk.da 
und 
-. 20) . 90) 0) gr O) I Ba r 
G) T tr2 t1r2a3 +. tıo2,cHnt Zah BACH RR 


wenn, für alle reellen Werthe von x, 


> ( (0 22 2, 0 ö 5 
pO)+ = ne Mn ZE 


convergirt und p(x) ua ıst. 


Es sei die Reihe 
ui (2k 2)?" (0) 2 
PM) + 2kagyp (OÖ) + 1.2  ZERTE in ınf. 
für alle reellen Werthe von x convergent, und die Grössen 
(24 x)fe op (2ka).a 
seien für dieselben Werthe von & endlich, so ıst 
+ +®, 2: (0) \ (2k)? « ‘(0 | 
/: 7 p(2hkx). dx — Je (VO). + | "x+ — 2 2 +..... | 
Benutzt man die Formeln ın ($. 1), so ergiebt sich hieraus 
+2, ‚ T24y’O)1  (2%)’y”’(0) 3-1 (2A)? perHV(OY(2r+1).,.1 
J "p(%ka).zde = Vz] l u. 1: 2. 3 „rt... + 1:2 2,0 ed 
f kg (0) Krger zr+1)(()) 
— Yzlky (O)+7 ee 


Unter den obigen Vorausselzungen ıst also 


| k? ce" (O kg’ (O0 KH) BR te. 
(8) ky0)+ I. > +. 1 Be = +... = 7a je pRka)ada 


. krg®O) e 0) 21 en 
rt an Se HRkha).ade 
woraus 

kg®0) _ Kr) kr ed (0) I pt _ 

(10. )pKO)-+ / 1 - + os... + + te — une 4 “p (2x] k).adı 
folgt. Aus (9) und (10) ergiebt sich 

— go) RP, gern) Ben, 1 ra (gOzy) 
ALOE + a tar a =.) 4 y ayda 


Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XLVI. Heft 2. 16 
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De ze 


wenn das Integral in (11) endlich ist und die übrigen Bedingungen erfüllt wer- 
den. Fürk=1 erhält man einen der Formel (7) analogen Satz. 


Unter eben den Bedingungen erhält man aus (10): 
2 k? L Hl y + ı2ry y) 
fi N jr (J N (2r+1)/ ne „a2 £ . r: 
(12.)p/(O)ztp“ (0). tg (V).1.2.3t--t4 VE . ak 2 Yy dyda 


woraus für # = 1 wieder ein einfacher Satz folgt. 


Ist die Ieihe 
: . ul 


(2) + 2kaal/(2) + (2kx) r lag in ınf. 
convergent und (2 +2kx) ,„ e "ara +2%kx) für alle reellen Werthe von 


x endlich, so folgt aus (8): 
a, in) (z) katlın(ZrHl) (2) | we. 
(13.)kalrlz2) 4 7 er u fe als +2hka)de, 


Var 


Es seı die Reihe 


krg (0) (kr)’g (0) u 
a Er u a Wiss url ın ınt. 
ee . z ie ei (kr) 
lür alle reellen Werthe von & convergent und die Grössen p(ka) , — = 


seien endlich. so ıst 





"e "g(kr) Bu kp (0) h?op (0) P . 

| Yr da |} ' 00) + | ct I92 Urt... da 

Nun ısi { 
/ Ein l.3.....(2r—1) 
; Fr 2' Az 

also 

u "(kr ker’(0) i 1:3 er 1) 
r de = | rlO)+ . +0) RR +hg 057 r ._- >, | 


Unter den obigen Bedingungen ist demnach 


| 1-3...(2r-1) 1 "etg(kr) 
tr). +7 | yz„ da 


En ne ww 


Dt E 
(14.)y(0)+-ky0) tk p0).5, 


..... 


0 


Durch Inteeration nach % erhält man hieraus leicht neue Formeln fürk=1, 


unter Bedingungen, die nach dem Vorstebenden leicht auszusprechen sind: z. B. 
a R u) 1 fery(e) 
(15.) y)+yW). 5 +0). 5 + PO): a 5, tel Ver dx. 


—( 
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Ist für alle reellen positiven Werthe von & die Reihe 


we) , (kr) (@) Enz 
(2) + ka 4 13 +... 20.. ın ınf. 


x 


, . x ’ h 

convergenl, und sindab(z+kx), b(atka)), z endlich, so ergiebt sich aus (14): 
22 Br. 1-3 .1-3.....(2r—1) I etın(z+ kr) 

(1 6.)ı S tab) gr tan” (2) 3 r / ' da . 


$. 4. 
Wenn fir alle reellen positiven Werthe von & die Reihe 


kzy’(0) (kr) g(O 3. Ada 
2(Ö)+ ee E N RE EREETN. ın ınl. 


convergent ist, und ep(kx) , p(kx) sind endlich (die erste Grösse ist es, wenn 


es die letzte Ist), so ıst: 


on - 7 lg (O) kp (V) „ 
Je plkayda = fe] plO)+ ? + rn herren. Idz. 
Nun ıst 
FIERBBERT U SOHHNE I 
also: 
N. l 2 ‚ 1.2 un 1:3. 7 
Se plkz de = YO) + kp) Hg) + RN). ar 


Demnach erhält man unter den obigen Voraussetzungen: 


(17) (O0) + AypW) + ..... + KON) + ..... — fe p(ka) de, 
woraus 
(18.) Hg OM)HylO) HIN) +... typ" W)+... —Serg (x)dx, 


folgt, wenn für alle positiven reellen Werthe von x die Reihe 
‚2 


II +T EM + SI) + 


convergirt und p(x) endlich ıst. Integrirt man die Formel (17) nach k, so er- 
oiebt sich daraus ein neuer Ausdruck. 
Ist für alle reellen posiliven Werthe von x die Reihe 


krw (2) , k’r’w'(z) 
ge 
ı(2) + 1 + 1 5 + 


convergent und ab(2+ kx) endlich, so folgt aus (17): 


I6* 
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(19.) bez) + ArlY(z) + kablz) +... + ANb"(z)+.... = > alt ka)de, 


und fürk =]: 
(20.) ablz) Hl) Hd) H+....:.. + (z)+..... = Ser z+x)da. 


V. 9. 


Wenn für alle reellen positiven Werthe von x, von O bis 1 (eigentlich 


° eine unendlich kleine Grösse ıst) die Reihe 


l —:. wenn. 
’ (2kr)’o (0) (2kr)* a (0) ||; 
PUV)+ } n y 12 z 4 WE ra . ın ınl. 
’ 2k. rt) i 
convergent ıst, p(2kx) un d; un endlich sind und 
p‘V) ren () . 2 ee 0 i (0) Bun 0, “G. $, E 
ıst. so ıst: 

.l . 

g(2k.r) J I 24”(0) (2)? g(O) 

F\ L u ‚4 [ ‚2 es f 27 | 
age= Ve 2° | y0+ ii xz’#+....tr 1.2..2r IP... dx. 
Nun ıst 

ol 
| DE 5 1.3.5 (2r—1) | 
„)va-22) 2.4.6 ad 
alsı ' 
el , Y,. Yy “ 
4 (2kr) ker (0) 1 (2))”p=%X0) 1.3..(2r—]) 
RR: 0 
I lem: | (0) + : Top Siluie < En "u 7 ug aa 
k?g(0) kg" (O) 
— 1. ü ER > Fr — | 
rn | 3 (0)+ 1°’ et A r' | 
Demnach ergiebt sich unter den obigen Bedingungen: 
20) Ki ®O krpr0) 2 4} «v(2k.r) 
a p ( p“’(W) / . [A 
(21.\ ne _ = — x 
ea) N) TR trat tan .nt ya 5er 


r 
Durch Intesration nach # lässt sich daraus leicht eine neue Gleichung bilden. 
oO 


Ist ferner für alle reellen Werthe von &, von O bis mit 1— g, die Reihe 


£; (2kz)’w'lz) , (2kr)'w(z) 
pe)+ 75 +077331 


ın ınf. 


west. »kr) 
convergent, sind ab(3 + 24a) und vd 


73) endlich, und ıst 
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en DEN m A WERE 
ıb(z) = VO \ )=0 „ DAL) —=O, 
so ıst 
ol 
Pr key’ (&) kaıyl&r)(z) 2 u(z + 2k,r) 
(22.) ıb(2)+ 1? .. 22.2.7. 7 4 7) va- 2) div. 
$. 6. 
Setzt man voraus, dass 
gO)=V ,„ y’()=0 ,„ pP") = u. s. 1. 
sei, und dass für alle reellen Werthe von x, von 0 bis 1 — &, die Reihe 
kr (0) . (ko)?g®0) _ (kr)’y®0) —— 
4 .. i E35 E / z EEE ER, ın ınf. 
. f(kr) 
convergire und p(kx), on endlich seien, so ist: 
.! “l 
(kr) =} | EX | kp) (0) i Kto) er | 
f a-29) °? — )/)yda-aL 1 ° 1.33 "rt. .0H [4 
Es ıst aber 
“l 
Fu 2.4. 6 a 2r 
2) dx; > 
./ vi-z 3.5 2r +) 
2 0 
also ıst 
e. 
f(kr) __ kp(0) FO) 2 kalge ro wi... 
| - dx = u © Er yagrer Tee or ee Tr Te LT 
.„’ vi”) l 123 3 1.2...(2r+1) 3.5.....(2r +1) 
0 
; KO) ga (0) 
Een ip 0) + 32 Be Tage ‚art? tr 
folglich unter den obigen Bedingungen : 
el 
Ie7 0) 1’g®) (0) krHge-+D (0) =/ (kp) | 
(% ER . 
(23.) f p (0)+ 32 3?.5? ..... +2 5? ‚i+yr ..... V(l-7? „da 
It be@)=0, Ve) =V, ı(z) a und für alle reellen Werthe 
von x, von OÖ bıs 1— g, die Reihe 
ve)kz u) (2) (kr)? 
I 1.23 7 
w(z+ kr) 
convergent, und sind a(z+ka ) und, Ai endlich, so ist: 
“l 
Kan ®) (2) 1 wÖ)(z) karl) yer+D(O) fees: 
2a) tg 732,5,.02r+1)? Ey)" 
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5-7: 
Ist 90), PO), PO), ..... Null, während für alle reellen Werthe von 


v, von OÖ z 1—, die Are 


(2k.r)’y ($) (2% 2)‘ g) (0) 


r(0) + 2 1934 #----.r.. ın ınf. 


convergent ıst und g (24x) (und auch Y(1— x”) y(24x)) endlich sind, so ist: 


” ci 0) „ . 290) 
Sa (2ka)y 1— ar)da =/\ 1—x JE (0)+ 4 x + a a’-+# ..... dx. 
\beı 
B_ r Be; ...; (2r —1) 
2 N Aal 1 
I \i-a)d= res... (2r +2) 
also ‚ 
$.: .., (20) 1 (2k)”".g2@%X0) 1.3...(2r-1) 
[sky O-da=!r| gW)+ 3 oT TE.r 12 080°” | 
’ ig (0) l kp) (0) 
= !r| 40) + 12 ee 22 . ee | 
Folglich erhält man unter den obigen Bedingungen : 

u E | he? (V) l Aty*(0) | ki? 0) { 3 a 
(25.) % VW)+35' : ra 1? 22 a . Br ce =, / 42a) (1-v")da. 
Daraus folgı leicht 

1 Arın(z) 1 Arm (z) 4 | 

{IR \ ge r e . = BE. ‘ X / Ze 2 x 
(26.) a)+ ap + Ho at I a+2hayl(l add: 
wenn V/(@) = 0 ,„ PA) =0 ,„ V®9Z)=0, und ferner vn c=0 bıs 
vr —= 1 —.e die Reihe 

| (2kr)’w (2) (ke) (z) 

nd u 5 Fu Fee an 
convergent und av (z+%2%Ax) endlich ıst. 

$. 8. 
Es sı gO))=V, g”(V) =® ,„ 2) ER, .... von zu In 


ea 1 u die hheihe 
kag (OÖ (kr)? pP) 
un 20 er 
I 1.2.3 


convergent und g(Ax) endlich, so findet sich auf gleiche Weise, wie in ($. 7), 


wenn man erwagl dass 
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1 2.4.6..... 2r 
+] —_ nt\Ir — = r 
Jaya—ar)de=3y7.. +3) 
ist: 
kı (0) 1 4°g®K(0) l Hp @+D(O) | | 
(27.,).- 2 > Es +... ug ;+..=/o(ka)V A-)dx. 
3 z +) 1:.3° 2r +93 3 si ‚..(2r +1) 
Hieraus folgt 
kıy'(z) 1 kn ®)(z) l ketly rl) (2) lan ’ 1. 
.. — Br y dd \ 


> 5 .... > -o 5) 
(28), re tz, ea rt, 325.Qr+D: 


U 
wenn b(z)=0, b®%lz)=0 , Wb"lz)=0, ..... undvon «=V bs z=1-— 


die Reihe 
kxıy'(z) er (kay’ın®)(z) ie 
l Fr ie 


convergent und ı)(z+kx) endlich ıst. 


Durch Integration nach % ergeben sıch aus allen diesen Formeln neue 


Ausdrücke. 


$. 9. 


Ist von. —=0 bis x = 1-—.e die Reihe 
nu (0) (ka)?y (0) 
g (0)-+ + 12 
convergent und p(kx), p(kx)logx endlich, so ıst 
1 1 ke (0) "gp0) , 
Sy (kx) log. da zum log.r| pi WM+ 2 xC# - & 7 4 Ce 4: 
0 0 er 
Aber 
vl l 
I: loga. de = — a 
woraus sıch unter den obigen Bedingungen: 
I (0) i Y  ., l p\) ; 
IN rt... to ak +. = /lhayloge.da 


ereiebt. Vorausgesetzt, dass die zweite Seite dieser Gleichung endlich seı, gilt 


diese Formel auch noch, wenn g(kx).logx nicht endlich ist, für x = d. 


Itvon z=0bis 1— & die Reihe 
ka Li ) (ka)? ıv (2) 
) h(z ) + + 12 A 


convergent und ab (2 + kx), 2 + ix) logx endlich, so ist: 
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h l (2) BL: ;, I y() (2) k 
Wed ee 1... —=-Sab(lstka)loga.da. 
ee 0 


$. 10. 


Setzt man voraus, dass für alle reellen positiven Werthe von & die Reihe 


kr (VÖ) (ka)y (O0) (kr)’y 90) 
( { + 
u “ I H > 1.3.3 RER 


.— 


convergent und e "gp(kax)] x, so wie p(kx) endlich sei, und erwägt, dass 


er ere+ (2r +D(2r—])..... 3.1 
Ir z | xdx) en dx = Ir+l - Ve, 


. s. » B* y .. . r . 
ist, so erhält man, auf dıe zur Genüge bezeichnete Weise: 


3 ME... 3-5...(2r+1) 2 = 
G31)yd)+AypV 5t+4y ' Var +hy (0). en Je zeecka).Ya.da 


N 


W oTaus 


,3°9..(2r+1) 2 
J“ .. Verrllztka).ya.dx 


tv ww 
| 
s 


>) 
! 14 3 2 “4 
(32.): 2 th ) 2), sth (2). 


folet, wenn die Reihe 
kr u (z) (ka) (2) 
w(2)+ N + 1:2 n ER 
für alie reellen positiven \Verthe von x convergent ist und e"rb(z+kx)y x, 


(2 + kx) für dieselben Werthe endlich sınd. 


s.11. 


Die obieen Resultate würden sich leieht noch vervielfältisen lassen; es 


O 


mögen aber die vorstehenden genügen. Hinsichtlich der Gültigkeit der Formeln 


(1) bis (32) ist indessen Folgendes zu bemerken. 


Zunächst sind sie nur gültig unter den jedesmal am Anfange der Paragra- 


‚hen ausgesprochenen Bedingungen; und dann auch nur, wenn die vorkom- 


14 

I o 

mende unendliche Reihe convergent ıst. 
Denn es seı 


Z, +2, +2, +#.....::0.::.. ...+Z-+.:.... 


eine unendliche convergente Reihe, deren Summe = Z ıst, so ıst dde Summe 


/2Z,dz-+ [Zud: +/2.dı e +SZ.dı + ER EREN 


fl. 2. ee. ee 


- 
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offenbar nur insofern convergent als es 


Sad: +/[Z.dz #l2.d:+ eh +/Z dz+....+ 


ist. Denn wäre diese letztere Reihe nicht convergent, so könnte von ihrer Summe 


nicht die Rede sein; ist sie dagegen convergent, so folgt daraus, dass 


„b 77) h b 
Sad2+JSAds+....+J,d=IA+4+.....+2)d, 


für jedes endliche r gilt; auch dass 





b 1) h bh 
SE.dıs I B,dır. as ae SIA+Z, +.....ın ınf.)dz — /Zd: 





sein muss, Umgekehrt also ıst nur ınsolern 


b 


/Za: ul sfs+. ya +/Z.d: in inf. 


als die Reihen: 
Z,+Zı + 2+..... ın ınf. 


+ r/ h 
/Zud: +/Z,dz +[2.4: +.....ınınl. 
convergent sind. 

Ferner ıst jedesmal vorausgesetzt, dass die in den Formeln (1 bis 32) 
vorkommende Grösse unter dem Integralzeichen endlich sei, im ganzen Umfange 
der Integration. Diese Voraussetzung ıst unerlässlich, wenn das bestimmte In- 
tegral Geltung haben soll. Jedoch ıst sie für dıe untere Gränze selbst nicht un- 
bedingt unerlässlich. Ist nämlich das bestimmte Integral endlich, so kann die 


(Grösse unter dem Integralzeichen für die untere Gränze selbst, möglicher Weise 


nicht endlich sein, obne dass die Gleichung aufhörte, gültig zu sein. 


Im Folgenden sollen nun einige Anwendungen der Resultate gemacht 


werden. 
$. 12. 
Man setze ın (7) g(x) = cosx. so ıst 
Ol, MI, OW)=1,.....490W)=(-1y, 
also 
I a | pop 
iı3rtı3 34T: a a = | „Je feos2ayy)dyda R 
ic h e—1. 
weil diese Reihe convergirt und bekanntlich = — e" — I) = a. 
Setzt man y=z, so erhält man 


Crelle’s Journal f. d, M. Bd, XLVI. Helft 2. 17 
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l ] 

Scos (2x ] y)dy 222 2./ cos (2x2) dz : 

0 i 


a —. —n 
Ks ıst aber /zcos(2xz)d:z > Pe lz 


_- 2 La ee %) 
Dr 2x dr? 


/ . . sin(22) cos2r l 
zcosiärxrz)dz = - u 
Fue0s| a: "ir 12° 
ER ’ Yy)d sin(22) cos2r l 
cos ( y; Ley { V _— ‘ 5) 
J) ; 2° 2r° 
or, +? 
+ T "sin2r cos Be) m! 2 
Je Jeos 2a) y)dyda = 5 1,3 ( — da 
nd 9, En 2 . 2 nd 
e-x sin? sın“r 2 F „rsınzr-SsıNnzr 
zu fe: z et | er. RE, ) dx 
’ T 2 
ec) AR ul, 
also ısi 
? ,„ zsin?2r — sin’r e—1 
(33.) Jen: 2 dee; i Vr, 


v0 


wofür man auch schreiben kann: 


“x B 
Fr e—1 
„» Zxrcose — sınz)sinede = 3, Ir. 


e 
0 


Wan setze In (5), g (x) — cost. so Ist 
gar 1 l l l ar 
1-3 ta tr gar = Jeos (2. y)dydı. 
Abeı 
” sin (2.r) 
Jecos (Zıy)dy= 5, % 


ı 
(v2 CE u) 
} 


+ 1 -z sin2r Ki 
e“"sınza € x 
en V cos(2xy)dyda === ) dı = ] sn?2xdx. 
\ . 2r ww. 


n: 0 ® » 


Ferner ıst 


308 & Pe = Un 
I-31+573— = | 11-7413 - er - Sean 


Demnach ıst 
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-2" , . 
wodurch das Integral f‘ sin2vda auf ein anderes reducirt ist. Uebrieens 


ıst auch 


re. 
ee. 1 
a e . 28 
(35.) | sın2xcdx =] nfe "ON, 
> 0 T o 
oe 
u . VA 
d. h. der Werth des Integrals ] sın 2x. liegt zwischen | m und Führt 
o 6 fh E ( 
man diesen Werth ın (33) ein, so ergiebt sıch: 
on, 
fe 2 er e—I1 
A dc— Fe sın’cdxz = "—-Yr 
I 2e 


u) 


‘DD ei. 2 fa’ e—1 
(36.) sın’zdz=YrI Jet da — 
2 o» 2e & 
“ 0 
Man setze in (7) p(x) = e*”, so ıst 
1 1 1 l 21 l 
u i F rl ‚2r) y a 273 _ ER ‚2r ( 
Js 22 y)dy —/ı dy= e de ,|. -3,+2. 1 
0 i 
Ferner ist (0) = 1 = y“(0) = pP” (0) = u. s. f., und dann 


1 i 
I+,.,+ 1.2.3+- An I. also: 


uber 2 .L ?ı9r & } 
‚re n= JE] -% +3, lu. 7 aa Per e—1)dı. 
Hieraus folgt 
tx, or N) os 
(37.) r |‘ Fre (1 en TR .. u. #r y- |", da 


Bekanntlich ıst 


te 
Se *. ce” Ic = e"yr, 


-—& 


folglich, wenn man nach % integrirt: 


7-2 eT — 1 7 
fe dr zu I fer dx 
; -»2 2 T i u 


Da nun fe de =0, so ıst 
e/, I 
(35.) Ser = 2yaferdz 
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Integriırt man zweimal nach k, so ereiebt sich: 
“7 un. 


e c?42r p— 1 ER 
—— da — = dx = 2] r/ (Je de)dx. 
2a LU 0 


e 0 
L 0 


Substituirt man diese Werthe ın (37). so erhält man 


Fe la Ser .de = z(e—]1), 


0 0 0 


welche Beziehung auch leicht direct bewiesen werden kann, indem 


N 1 27] 2 »] 2 .r 2 
Seas SS a2. =S ee -[ear]ar 
0 v0 [B v 


1S1 
| 


1 > 2 . . . . 
Die Integrale / x, Se: da lassen sich leicht ın stark convergirende 
0 0 


Reihen entwickeln. Es ıst nemlıch: 


l 3 l | l I 
"3 RE BL -_® _(TACSPA1227 
Fi da — I tr: | 2 7 123795 1.2.3.4  —(),7468241337., 
I ı 1 | l aa de 
fi rl — I+3+;'7 at 337 ORTEN — 1,4626517447., 
we 1 1 | l l 1 ae EN 
II: "da.dz=5+ 13+r65 12'877 EEE Yeaaleı — 0,6035105316,., 
so dass 
l: n2X 1% = 0,7468241337 .....V7- 
je me | | 0,7468241337 + 5; 
> K 6 
L. dx M au zu 
fe ae — 2)r.1,462651744, 
a De I“; de = 2)r.0,603518316. 
FAR f} 
$. 13. 
Man setze ın (9) gx = sına, so erhält man: 
x h* EIER u... | 
rn er = zn —_= u a ) an - 
I-T+I5*- Ä nf sn (2ka)da 


u. 


„ie 


> © 
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also 


2 2 
(39.) [e-»xsin (2kx)dx = ke* Ya 
0 
Integrirt man nach k zwischen den Gränzen 1 und ®, so erhält man 


MR en l, f—1 
le: sin’. de = :Vr/zet, de = ;Vr | ): 
9 9 4 e 


wie bekannt 
Durch Differentiation nach % folgt aus (39): 


DR” +) ’ } 
sa | Vr d"(ke-k) 
(40,) Ve. a"*"sin(2kx +!nn)de= —;,' En 
“go nn 2 di 
also fürn = 1: 
ı I ” Vr - 7 
Ver.a "cos (2kr) de = _. 1 — 24")e 
0 
u. 
N Va 
Je asın(2x)dae =5,: 
0 un 
Se =.a? c0s(2x) u > 
2°? 22c x)\de = —--. 
J v’ cos(2%)« . 
u. 5. f. 





Setzt man in derselben Formel p (x) = e*, so erhalt man: 


(41.) Se 32,2 da = ke,yr. 
Durch Differentation nach / findet sich 
1 ". | 7 d’ ; 
42. a? orkr oen+l, Ixt = — kei). 
) I ee) 
also fürn =1: 
ER Br r Vr z „2 
Jer.e..de= (+ WIE. 
Aus (12) folgt für p(x) = sın®: 
DR” +) 2. “ Bi u ? 
(43.) Se" sin’(ayk) da = ( : En. 
0 


welche Formel auch aus (39) durch Integration hervorgeht. 
Setzt man in diesen Formeln & = 2} a und transformirt die Resultate, so 


ergiebt sich: 


ve a j b .e A > 5 f l ST d" E 
fe ‚zsin(2bz)d2e=_—-e "IV; Ve: z’sın(2dat+3nn)d=-;; -(e “5 
. aya 6“ 2" aya db 


2 


Ai 20 su b b“ 


0 


+ 
+ a 


Un W - )- 


(44.) Je. ce”, 2dz = ze’ .Yr ; Se. er, et, da = — — (be' 
a ava 2 aVa dh 


- 2 
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134 7. 
Durch Differentation nach « würde man hieraus neue Formeln er- 
zeiote gelten die aufgestellten Formeln 


fiir Be D, 
Man setze daher ın 


langen. Nach dem, was sich in (S. 2) 


o 
ohne alle Einschränkung ın Bezug auf k (oder 5 ın (44)). 


(44) ıÖ statt 5, so erhält man: 
fı m 5 74 Yhz J b) T a 
€ ‘ zit u : )« u) En ava‘ 
bVYr _— 


az? 2 . 
fe ‚zsn(2bz)dz2 = are 
0 2aya 


Die letzte Formel ist die erste (44); die erste fällt mit der dritten (44) zusammen 


Man setze aber 5 = r(cosp+ sing) und beachte, dass 


sin (252) = sın[2rz(cosp-+ 1siny)] = sın [2rz cosp+i.2rzsing] 
sin: y Br os oe? und 


MKeret Hr) ai 


F = 2 Pr 
ee cos ZU \ r = r ] .ooe Er . 
= re ° cos 5;p — — sn2yp( + zsın(p — — sın 2g 

0°’ a ) a 


ww ' = 
ıst, so erhält man: 
x -—uusty 
az” IpZ sını Ir sınd « s a Be * | T 
Je = z(e er Ft) sın(2rzcosp)dz = 7 cos (v-” — — sın2 2) 
an 0 aya 
(45.)< ar 
% — — cos 2% 2 
a ; -rz sinc Ir sind He cc re da > | FE . ä ° 
y. TE - — )cos(2) SCOSG \.dz = sın (4 — -sin?y) 
ur aya a 
für r und 2a>®. Da ferner 
een) ne eF [cos(2rzsin$) + isin(2rzsinp)], und 
bh nr a, r? r f a r? . / 
@r tt E sın 2( ) Is p - 5 fh 
De" we re K ( rn r)J+ in(« ”»- sın 2 r)\ ; 
so findet sıch: 
r Ir 2 
r 


+ cos Zu 
2 2 rzcosc . " r.re* , 2 e 
\ fe a, g7°°0f cos (2rzsinY).zdz = v Dune cos(4 + sin2F) 
46 } u a) a a 
(46.) 
Urt un r’ 
ee -sin(4 - - sin2F) 


> 
| (pe, garzeosı sın(2rzsin p).2dz GE 
aya 


—JI 


fürr unda >V®. 
Die Differentialquotienten in (40) und (42) können nach den Formeln im 


Abhandlung 1) leicht entwickelt werden; da z. B 


(32. Bande d.J. | anc G 
d' d” ee 
(ke a, 7 die (e )+n dkr- i(e yi 


dk" \ 
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$. 14. 


Setzt man ın (14) p (a) ee, wo ist die Reihe convergent, so lange der 


Modul von % kleiner ist als 1. Unter dieser Voraussetzung ıst also 


ai, es, fer.c.as 
Ita5skrzagftzgett — ym) Va ' 
BR. 


Demnach ist unter der eben genannten Annahme: 


on 
je. .dx Vr 


47.) ar u 7 
‚an N u Fu 7 79 Tone Vi 
Hieraus folgt 
48.) I a" .e?.dz _ d l | 
| e Vr u . dk" (‚c5) 


v0 





welcher Differentialquotient nach bekannten Formeln berechnet werden kann. 


Setzt man in (47) az statt @ und @_>0, so ergiebt sıch: 


“T 
je ‚erh dz | 7 | 1 
\ 3 zn da 1 — k 


oder 
#9. | em .e.ds _ 1/7 
cc e/, Vz =| a—b’ 
wenn der Modul von 5 kleiner als @ ıst. Aus (49) folgt 
30.) je .dz d" I ) 
(0. N: Vz ig Year) 


Lot in (At = „io ME: 2 ide 2 
Setzt man in (49) b = r(cosp + :siny) und nimmt » 9 ergiebt sich 


2 


e —(a2 , e* cos R J 19 
| Vz cos (rzsinyp)ds = Yo cosialı 
"w ’2 / 
0 x 
(1.) io 
ea: e"? rn _ i l zn _ 
] ——sın (rzsıny)dze =— yon ab, 
ee, Vz f 0 
a—rcoSsy rsinp. 
wenn e = \|(a—rcosP)’+(rsin$)’| , cosı) = — , sinn) = — — ist. 


Setzt man in derselben Formel % (a) = e”, aber y? statt k, und integrirt 


in Bezug auf y, zwischen den Grenzen o und k, wo k<1, so ergiebt sich: 
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u” /% | of ro, 
— L Be . „—ı(1—r’) 2, . 
E25) e? ‚ec? ‚dy.da € .dy.da ; 
(92.) / | z = Feae = VYr.arc(sın =k). 
® 0 ® 0 T ® o® 0 vx 
und für4 = 1 
o” ,0] 3 
! I“ I ,dy.dx u 2 
ee 5X. 
e o® 0 L . 
$. 15. 








Man setze in (17) %(x) = e* und nehme den Modul von % kleiner als 1 


an. so ısl 
> l r kr 
I+ireh....... .=ı_, Je ”.e".de; 


2. 
Ir l 
\ 2 rn ( 
wıe bekannt. Daraus folet fr ‚X. e" de= — ( ) 
o: dk \1— % 


Integrirt man nach k, so erhält man 


eL 


(93. e”(1— e*?) dx 


l 
2 0 [ 


wenn der Modul von / kleiner ıst als AR 


Unter den nämlichen Bedingungen erhält man für #: 


l * 
1 kAHrh—MH+.......:. = Ir% — /e2,cos (ka) dx, 
das heısst 
, 2 l 
(54.) p er cos (kx) dx = ıyP° 


u 


woralis 


I 


dr l N 
Se r,0",cos(kc + inm)de = dh" Ai + 1») 


U 


folgt. Aus (54) ergiebt sıch: 
“LT 
ae e:.sın(kx).de 
iD». EEE) « .g» GEBEN h 
\ ) | 7 —— art (1g — k) 


Fben so erhält man: 
Je “sn(kr)de=jyp> und 
(36.) 


“ A 
= BB. 
Ve.a sin (ka Hznn)= jap 


und hieraus 
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\ “(1 — coska)dx = }log(1-+12), 
67.) wi .n 
a Vince) de = log(1 +4 12) 


wenn der Modul von % kleiner ıst als 3. 

Die hier gefundenen Formeln sind grösstentheils bekannt; sie wurden 
nur aufgenommen, weil die obige Herleitung völlig direct ıst. Auch sınd die 
Formeln nun für ein imaginäres k eben sowohl erwiesen. Für ein positives 
/; gelten die Ausdrücke (54 und 56) und die aus ihnen abgeleiteten Formeln 
auch über die Grenze k = 1 hinaus, da die beiden Seiten der Gleichungen in 
diesem Falle über k = 1 hinaus continuirlich bleiben. Die Differentialguotien 
ten in (94 und 56) finden sich, wie in ($. 13), aus den Formeln in der Abhand 


lung 1. ım 32. Bande d. J., wenn man zunächst die dortige Formel (10) an- 


re 
s. 16. 

Man setze ın .. rg = l_am 50 Ist 
0) =1,y”(0)= 1?.3.4..2n,.---- 9”(0)=(1.35..(2r-1))’.(2r+1)(2r--2)..2rn. 
und fürn =1: 

ed, ..... (0) = (1.3.....(2r —N))..... 
alle übrigen von diesen Functionen sind Null. Unter der Bedingung, dass der 
Modul von k nicht grösser seı als 4 findet sıch:: 
134 2n hr l3t56..in, | PUB 5°. Qr-D} Bril2r+2)..20n 

17-22 .n? 1?.2?.....(2n?) 1?.22.32..... (rn)? 


4:4” da 
=) va-ssfi- @ke] ' 


Setzt man 3% statt k, so ergiebt sich: 


I- 


el 9 i 
Rn dr a j dy ZZ 
(58°) / v[d— 2?)(l — 12” 22”)] =| va—kesin®p 


o 0 

2712.34. mn. "12.32.5-6, An 2”]?.3?.5?,.(2r-1)?(2r+1)(2r+2)...2rn ı 
Ir PR (2 l , f 
SE Gh). em + eh) Ten, = jr tan). 12.22.3°,....(rn)? | 
Setztmann =1, so erhält man: 





XLVI, 





M. Bd. 
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138 7. Dienger, Summirung von Reihen durch bestimmte Integrale. 


I 


; dy 412.3? ” 2 
vl — k*sin Rn I IHK). tt k).g tt. t@k). age 


0 


2.1? k*.13. 32 Jr .1?.3? BER (2r — 1)? a 
=ie| 1+" a2 + 2° .4° Be IE m 22.42. (2r)? u „FERERES |: 


wie bekannt. (Man sehe z. B. d. J. Bd. 19 S. 51, Formel (1)). Die Formel 
(55°) lässt sich auch wie folgt schreiben: 


L 
PEXL 


5 no 2.1234..2n,  12"12325°(2r-D’@OrtHl)@2rt2). 2m, 1 
6 VA-R"sin®g) vie we On | 


und sie gilt, wenn der Modul von % nicht grösser ist als 1. 
Man setze in derselben Formel (a) = Y(1— x”), so sind die Functio- 
nen p(0) , p‘(0),..... alle Null, bis auf die folgenden: 
1-2.. nung 


NL, PN =(2r-1)[1.3.9...(27-3)](2rtl)(2rt2)...2rr ,.. 
Demnach ıst 
SEN kar-1-3-4.. 20 42”@2r-1) 12:3%5°.2r-3)#2r41)2r}2)...2rn 
( „LPcein?” f I. Fre 2 
59 ya nn” y)de | 3°.172.6° On)?“ 22.22.62.....(2rn) | 


so lange der Modul von 4 nicht > 1 ist. Für n=1 erhält man 


ni ER 1 4*1°-3 kr-17.3°,.. ee (Zr—1) 
/ı (I-A’sın?apdy | 1 — 32 on 22.42 re WER 22. 4: 2r)® u Sr |: 


wie bekannt. (Man sehe die angeführte Stelle, Formel u 


T .. 
In der Formel (23) setze man (a) = Ya ze» 50 erhält man: 


p(0) = 1, ..9°") (0) = PP.3°,5°....(2r - D)°. (2r+1)(2r+2)....(2rn+]l), also: 


60 ER AR... Be (2r +2)(2r +4).... (2rn) 
WITT IT HH tr tree Gr Far +5) Fa: (2rn +1) 
( kzx 1. Ir ksinpdp 
— Iya-a)yı - Amy) TI ya Rrsin®"g) 
Fürn =lıst 
uk RP RP _ MM en ksinpdo /A+%k 
(61.) + 3 + 5 PR u Ze ya —_ hi? sin! = log } (1) 


Die Gleichung (61) gilt, wenn der Modul von / kleiner ist als 1, und auch für 
2 











‘ 
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Für n = 2 ıst 


k WA 68 kr (2r+2)(2r+4).... dr 7 sinpdg 
Irre ad gr j; (1 A" sin!) 


Diese Formel, so wie die (60), gilt unter den gleichen Bedingungen, wie (61). 
Setzt man in (61) 7% statt k, so ıst die Formel gültig, wenn der Modul von 


% kleiner ıst als 1, und auch noch für #1, wo es ist: 


ki ee k° using dp 1 
Er + ur u Bu varı? sin 2p)’ d. N. 
’ nn sınygdg ’ 
(62.) Sir eg 


Für ein reelles A gilt (62) auch über «= =#1 hinaus. Für k = 0 gilt (62) eben- 
falls noch. 


Aus (62) erhält man 


| "sin? Y er. | =. hi 
(63.) Fi Az Rrsin?g) ;f arc(ig = k) — we: 


wenn k reell und >0, oder wenn k imaginär und sein Modul —1 ist. 


Setzt man ın derselben Formel (a) = xy (1L— x”), so erhält man 


Ele) = —3A..&n+D,.. 
ge) = —[35.... (ar -DPAr+N)2r+2).. (Arn+1)2r—),.. 
also 
(64) u; Ar h Bun Bd 2n RR rn! — (Zr-+2)(2r+4) u; rn 4 
1-3 9-7..(2n +1) °  (@2r—IY2r +1) (2r+3)2r+5)..(2rn Hl) 9° 


Ik T } (— Be ww 2 . > . 7 
o I vi- 2) #0 = Skin I —Ak”"sın"pdo, 


ww 
wenn der Modul von % nicht grösser ıst als 1. 
Für n=1 erhält man: 
ke ® KM an 4. 
k— 7 Te = Sksing yvi—ksn’y)dop. 


Nun ıst 


iz - 1 — Ani 
Fein p] (1 mi sin’) do = —;cosp] (1 -Ksnp)— 5 h -Jog(kcosp+(1-/sin’p)) 


sing! 1—-Ksugygdy = nn log | t + )+3 2 


demnach ıst 


15° 
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v k° k> k' 
(65) jsta5+57 + = IP )log Ve 


4) 





wenn der Modul von # nicht > lLıst. Für =] ergiebt sich 


EB 1 
13tr35 +57 tt... ++. .m9- 











Setzt man in (65) kr statt k und erwägt dass 


log | = .) = = rarc (tg = k), 


ist, so erhält man: 


(66.) 332 :on —, .., = ı(] +42) are (18 — k)—ık. 
wenn der Modul von Ak nicht > 1 ıst. Für k = 1 findet sıch 
ww me 4 
1.3 "35 +57 ,79t7-- -- =irT—5- 
\us (65 und 66) ergiebt sich leicht: 
3 = 11 
— ht a +... = !1+/Parc(tg = k)— (Ik )log | GC), 
| F Mi 
(67. 35 a 3t+t: . = 2k-1(1— 42) log | (= — (1+4Marclig = k), 
8.4 
wi 7 u 7 Te Zn >. 
I 1 l I 


BER ET 


Einige dieser Ausdrücke können auch auf eine von der vorigen verschie- 
dene Art gefunden werden; was jedoch hier übergangen werden darf, Setzt 
man k = r(cosp +/’singy), so erhält man neue Formeln aus den gegebenen, die 


sıch leieht aufstellen lassen. wesshalb sie hier nıcht herzusetzen nöthig sınd. 


$. 18. 


\ehnliche Substitutionen sind noch in der Formel (25) zu machen. Setzt 







| l E 
man ın derselben $(x) = Var 5 erhält man: 
j? l " /;* 1? 3? kr 1?,3?°.5°...2r — 1)? fi ( 1 — 17? ) / 
TER RRTTTT FR BP... — ne) VA—RREH RT 






4 ] cos?yp.dy 
v(l— k*sin?y) 
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st A= I B...: = Bi us, ‚de so ıst 
A, Vy(l — A2.sin’y) , £ —/) \ “r.df), so ıs 


$ cosp.dp __ K K—-E 


ya—i2singy) no MM 
also 
e u U Sn U; er PERSON, Mg ME 
an 98] 


Die Werthe von K und E sind aus den Tafeln in Legendres „Traite des 
fonctions elliptiques” als bekannt zu betrachten. 


Fürk=lıst 


008 p. dy 4 0.de —=1 
BE sın u) feosp.de = 
also 
12? 11.3 l En (2r — 1)? 4 
9) IH at pr ra... 3 
In der Formel (68) darf der Modul von 4 nicht >1 sein. 
In die nämliche Formel setze man $ (x) = |(1— x)’, so erhält man: 
1 “123 kr 1°,3%,5°...(2r-3°@2r-1) 4 AIR 
2575297 (+1) 22.4? _.. (2r)? wi N u 
= „Jeos’#] (1-4. sn’P).dY. 
Nun ıst 


1- 1 


Jeosr] (1— /*.sın’y).dy = MW (1 R. sın’%).dY —/sin? y.yA1— 4°. sın?p).dg 


I u sin® 
Ef, a ef A 
BER sin Tran ./ va —K2.sin®p) «ddY% 


J sin? p.dy _ K-E £ sin! p u MKECR) K 
VA-kEsinpg) MB’ Jya-Rsng) IT ze A-E)- y5 
demnach ıst: 

"1 *13 k?r 1?,3°...(2r- 3) (2r-1) (E-K)(1-/?) 2E14 
(70.) 15° u ET 2 2 a ka 2712 m. 

2 2 3 2°.4 r+1 22.42. .. (2r)? E 3/ 3 In 
und für =1: 

I1 113 1 232... @r-3P@r—) s 


1-55 35797. +1 8.4...  (2r)®? RT Zu 
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$. 19, 


Man setze in der Formel (27) ey(1— a”) = (x), so ergiebt sich: 


+0) = 1,0) = —3 ,... gr) = — 1.323... (ar —3)’Qr —D@r-+H1), 
also s 

ko 5 ker " 

37135 3.5707 TR Dad) = /kayı AR A-ar)da 


— / ksin pecos’p.y(l— k’sın’yp). dp. 


Nun ıst 


cos Ami 
sing cos’py (1— A’sin’p).dp = - (7 ib 7 87 > cosp)] (1—-#’sın?’p) 
1 — 2°)? Een E 
+ 87,3 log EL cosp+Y(l — k" sin “o)|, 
” _p% — 122 u 
Jsing cos’ gy(1—k’sın’y.dyg = . ed + (1 log V (>3)’ 
also 
u . ker _k 1 (1-1) sy 
Gl)31357357," Ara @r3) at ra 5) 
und fürk =]: 
j l I I 
WERTET Du; 


Die Formel (71) gilt, wenn der Modul von % nicht > 1 ıst. Setzt man ki statt A, 
so ergiebt sich: 


h k“ k” h“ k k 1412 (1-+-42)? 


3*%735357"357'579 73.0 =; + gg  arc.(tang=k), 
rn 13 15 PR he” 19 (1+ 42)? k 1+% 
(12.) 35 357 573 78 T Teen - 8 arc.(Ig = )— 127785 
I 1 Pr 1 En | ) 
25 3537°’575 732°” u 


Durch Addition und Subtraction von (71 u. 72) erhält man leicht neue Formeln. 
j R 2% : 
\Man setze ın derselben Formel p(x) = va 5: so ıst: 
rel, g!V=+3, .... yrO)=|[1.3.5...2r — 1)(2r +1), 


und demnach: 


j. I 7° kat Pi vi — 1?) 1. fe f. dp 
375 z tr + +NQr+3) 22 kr ya— ar) 77 /ya—R sin?p) ' 
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\ber finı cos?yp.d« _cosph A— 4? sin?) — | DIR. 
VAR sing) = = .. 2k? y ar log (kcosg + Y(l— Ksın’y), 


ein 
sin peosty.dr u RR 1—%° i_ | e Fu ) 
/, V(l—A? sin’) u’ 3 1% I+7J/’ 


also 
k 3 15 & PRRBIEN: hart! dh em 1 — og | = en 
13 tr35 rt 7 I Dot eo 


was nichts anderes ist als die Formel (65). 


$. 20. 


Man setze in der Formel (31) 4? statt k und integrire nach A, so erhält 


man 
ko, 1 vr 1.3 1 1.3.5.....@r—D 
INN N g..... EN 
2 pe. p 
(73-) u uf” fg (ar)dk.de. 
ER 0 
u AB ..(2r — 1) 2 fen ya 
HH rg... E ie vr.) JS gdl? v)dk.dx 


und, wenn man abermals integrirt: 


(+1 1,3.5..(2r-1) - DE Dr. = © „E08 
(74) 40). 1 PR, y (0).5 Ei, .tZ, 31 246... +. 7) ”] F Fk®odat lu. 


Die Formel (73) gilt, wenn der Modul von k <= 1, die (74) wenn er nicht 


— 1 ıst. 
Man setze ın (73) (a) = e”, wıtg(()=1, g(O) =1, us. f., also 
k N 1.3 k 2, fe 
Dix rn. ee Null 14 „h’x , r 
| + 4 > +/°. 9, 4 ‘+ ea er A - k?) pusee Zi | fe di . da L 
d.h. 


h 


© N i k 
(75.) J * er? Va.dk.de = va-)' sy, 


wenn der Modul von # kleiner als 1 ist. 
Durch Differentiation findet sıch hieraus: 


en ig Vr 
(76.) Jer.e "Vz. ‚de = 5yA WE, 
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ınter denselben Bedingungen. Setzt man ki statt k, so erhält man eine neue 
Formel. 

Setzte man in (74) p(x) = e”, so wäre der Werth des dreifachen Inte- 


orals der Seite rechts gleich are (sın = k). So ıst z. B. 
.” ‚el .) 
l -r h’xr - 
: EEE .d2.dy.da = ;,m. 
« 0 N) J» Ö 


Aus (76) erhält man 


L 


m | nn rka i ı d” ı 
(77.) F Bi Yz.dzz=3l Tip (az): 


0 
wenn der Modul von k kleiner als 1 ıst. Für ein reelles k>0 und wenn die 
unteren Zeichen gelten, findet diese Formel auch Statt, wenn >]1. Der hıer 
vorkommende Differentialquotient findet sich leicht nach bekannten Formeln. 

Die vorstehenden Resultate, die sich leicht noch vermehren liessen, wer- 
den dienen, die Anwendbarkeit der allgemeinen Entwicklungen zu zeigen. 


Sinsheim, ım Februar 1847. 
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N, 


Behandlung einiger @rund-Aufgaben der analvti- 
schen Geometrie, im schiefwinkligen 
Coordinatensystem. 


(Von Herrn Dr, AR. Baltzer, Oberlehrer am Gymnasio zu Dresden.) 


la habe ın dieser Abhandlung versucht, den Zusammenhang unter ge- 
wissen Fundamental- Aufgaben der analytischen Geometrie im schiefwinkligen 
Goordinatensysteme darzulegen, um dadurch die Masse der auszuführenden 
echnungen möglichst zu vermindern. Von geometrischen Principien brauchte 
ich dazu die Proportionalität der Schnitte von Geraden durch parallele Gerade 
oder Ebenen, und die rechtwinkligen Projectionen. Als Hauptmittel des Calculs 
hat die Proportion und die Einsetzung proportionaler Werthe in eine Gleichung 
gedient. So liessen sich alle Rechnungen vermeiden, bei denen bedeutende Re- 
Juetionen vorkommen und welche also im Verdacht von Urmwegen stehen. Im 
dreiaxigen System hat sich die Einführung gewisser durch dasselbe bestimmter 
/ 


Constanten (a, 3, y, 0), so wie gewisser von den Richtungen der Geraden und 


Stellungen der Ebenen abhängiger Functionen (9, ©) zweckmässig gezeigt. Bei 
Behandlung der Geraden im Raume glaubte ich die Symmetrie durch Zuziehung 
von dreiGleichungen zwischen je zwei Coordinaten eines ıhrer Puncte zu fördern. 

Den Ausdruck „Stellung einer Ebene, wie „Richtung einer Geraden’, 
vermöge dessen man das Gemeinschaftliche paralleler Ebenen angiebt, verdankt 
man con Staudt, Geom. d. Lage. 1840. Die Bezeichnungen „Richtung (Sgh)”, 
‚Stellung (ABC), wie „Punet (ayz) für die Richtung, welche eine Strecke 
hat, wenn ihre Projectionen auf je eine Axe, parallel mit der Ebene der beiden 
andern Axen, sich wie f:g:h verhalten, und für die Stellung einer Ebene, deren 
Normale mit den Axen Winkel bildet, von denen die Cosinus sich wie 4:B: 
verhalten, erlaube ich mir weiterer Beachtung zu empfehlen. 

Den ersten Abschnitt aus der analytischen Geometrie der Ebene habe ich 
hinzugefügt, um bei gleichartiger Behandlung bereits die Keime der reichhaltigeren 

Urelle’s Journal f, d. M. Bd. XLVI. Heft 2. 19 
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Ausdrücke, welche in der analytischen Geometrie des Raumes vorkommen, auf- 
zuzeigen. Der im zweiten Abschnitt $.1 eingeschlagene Weg ist früher von Sturm 
(Gergonne Ann. de Math. tom. X V.S.330) zu polygonometrischen Untersuchungen 
betreten worden. Bei demselben Geometer, mit dessen Abhandlung die von 
Cauchy (Exerecices d’analyse et de physique tom. IN. $. 305. Vergl. S. 343) im 
Wesentlichen zusarnmentrifft, finden sich auch die ersten drei Ausdrücke ($.7) für 
den Cosinus des Winkels zweier Geraden; während der vierte Ausdruck, den 
Grunert im Archiv f. Math. u. Ph. B. VIII. S. 194 entwickelt und für neu hält, 


sich bereits bei Magnus (Aufg. u. Lehrs. aus der analyt. Geom. des Raumes $. 9, 
(7)) findet. 


I. Yon dem Punect und der Geraden in einer Ebene. 


l. 
SnodOP=x und PO=y (Fig.1 Taf. IV.) die Coordinaten des 
Puncts (0, parallel mit zwei gegebenen Axen, und ıst OO=[r, so ıst 
(1.) r= wxcoser + ycosyr 
\ rcosar=x + ycosi&y 


») 
(2.) Fi. cosyr = xcosty+y. 


Denn OO und die gebrochene Linie OPQ haben, auf die Richtungen r, x, y 
rechtwinklig projieirt, gleiche Projectionen. Hierbei bedeutet z.B,xr hinter dem 


o r von der Ruichtune 


o o 


Functionszeichen cos den Winkel, um welchen die Richtun 
c in bestimmten Sinne abweicht, so dass vr und r& entgegengesetzte Winkel 
sind, deren Cosinus aber, wie bekannt, übereinstimmen. 


\us den obigen Gleichungen folgt unmittelbar 
(3.) cosar:cosyr:l =x=-+ycosry:xcosay+ y:r. 
Wenn man aber die Gleichungen (4 u. 2) beziehlich mit 7, x, y multiplicirt und 
die Producte addırt, so erhält man 
(4.) ”— x” + 2rycosay + y“. 
Umgekehrt folgt aus den Gleichungen (2): 
5.) w:y:r = cosxr — cosyr.cosa@y:cosyr — cosar.cosay:sın’ry, 


und wenn ınan statt ©, y,r, die proportionalen Werthe in die Gleichung (1) setzt: 


(6.) sindwy = cos’wr — 2cosar.cosyr.cosacy-+ cos’yr. 
Anm. Sind die Coordinaten der Strecke OO, (Fig. 2), d. h. die Pro- 


jectionen dieser Strecke auf die Richtung x, parallel mit der Richtung y, und auch 
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die Richtung y parallel mit der Richtung ®, so bestehen zwischen OO,, a3 —x, 


Yı—y, dieselben Relationen, wie zwischen r, x, y. 


‘ı) 


u. 


Für alle Puncte (xy) der Geraden OO ıst »:y:r constant, wegen der 
Aehnlichkeit der Dreiecke, welche den Anfang zur gememschaftlichen Spitze und 


die Ordinaten zu Grundlinien haben. Daher ıst 


ay=f:g, also gc—fy=0 
die Gleichung dieser Geraden. Für die Coordinaten einer parallelen Strecke 
x, — x ,Yı — Y’ findet dasselbe Verhältniss Statt; daher ıst 


d 


a — a: yı-y=f:g, also ge —fy =H 
die Gleichung einer Parallele zur vorigen Geraden. Umgekehrt folgt, dass die 
Geraden (g= — /y = 0) und (g’a’—f'y‘ = H') parallel sind, wenn 
fs! =J:g 

ist. Demnach ist die Richtung der Geraden durch das Verhältniss der Zahlen / 
und g bestimmt, und man kann kurz sagen, eine Strecke habe die Richtung 
(fg), wenn ihre Coordinaten sich wie f:g verhalten, 

Verhält sich die Strecke zu ihren Coordinaten wie g:f:g, so ist nach (4) 

0° er z" + 2/gcos@y + g’ 

und zur Bestimmug ihrer FFinkel mit den Axen ıst nach (3): 


COSsXr:cosyr: i —=/+g coswy:fcos®y PE:0. 


3. 
Die Normale ON = n der Geraden (ge— fy = H) (Fig. 1) ıst die 
rechtwinklige Projection der gebrochnen Linie OPQ auf die Richtung ON, 
wenn OP und PO die Coordinaten eines Puncts der gegebenen Geraden sind. 


Daher ıst 
xeosentycoyn=n. 


Diese Gleichung ist mit der gegebenen Gleichung g x — fy = H identisch, folg- 
lıch ıst 
H 
osen:covyn: 1l=e:—f:-. 
coswn:cosyn 8 er 
Nach (5 und 6) ergiebt sich hieraus für die Normale der gegebenen Geraden 


welche die Richtung (‘g‘) hat: 
2. 08 5 ae ae ar > 
f:g:!=fosaey+g:—f—geosıy:Tsn'zy; 


19 * 
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wo g° dieselbe Function von f‘ und g‘ bedeutet, wie o von fund g ($ 2), und 


u 
AT, 2 Br BZ 
say =g+2/geosayt=d, 


folelıch auch 


u 5 
n sinzy " 
Umgekehrt folgt, dass die Richtungen (fg) und (f‘g‘) oder die Geraden 
(ge —fy = H) und (g’x’ — f'y‘ = H') normal zu einander sind, wenn 


f:g’ = foosay+g:— f— geosay , 
I +rgg tr (SFg+r/g)cosay =d ist. 


4. 


Um den /F inkel r r‘ der Richtungen (fg) und (’g‘), z.B. OOO' (Fig. 2) 
n finden, projieire man sowohl OQ', als die gebrochene Linie OP’O', recht- 
winklig auf OO, so erhält man 
rcosrr = xcoser + y'cosyr, 
und daher mit Hülle von (3): 
rrcosrr =a(a +ycosay)+y' (xcosay+y) 
(7.) =xce+yy+ (xy +xy')coswy, 
oder mit Hülfe von (5): 
(8.)  sin’wycosrr‘ = cosar (cosar! — cosyr/cosawy) + cosyr(cosyr’— cosar‘cos.cy) 
— cosarcosar’+cosyrcosyr’-(cosyrcosyr’+cosar’cosyr)cosay. 
Substituirt man ın (7) 
ziyıref:ig:h A Fre 
wo nach ($. 2 
F=f’+2/geosaytg ,„ o*"+2figcosey+g", 
oder ın (8), zufolge (3), 
cosxcr:cosyr:l=f+gcosay:fcosay + 38:9 
cosar':cosyr:l= f’+ g’cosay :f’cos cy-+g':0‘, 
ist, so erhält man 
og/cosr = ff'+gg'+ (Sg + fg)eosuy. 


>. 


Um den Abstand n der Geraden (gx— fy = H)com Anfange zu be- 


rechnen, hat man nach ($. 3) 
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Hsinzy 


17, ai . 
() 


Für den Abstand der Parallelen (gx--fy = H) und (gx’ — /g‘ = H') folgt 


daraus unmittelbar 





— (W- Hsinzy 


"—n = ß 
#) 


Für den Abstand n, der Geraden (ge — fy = H) von dem Puncte (),, dessen 
Coordinaten x, und y, sind, hat man (Fig. 3) 
+ QO,0Q.coyn, 
wo () der Durchschnitt von P,Q, mit der gegebenen Geraden ıst, mithin 
g.OP, —/.P,O+H. 
Nun ist allgemein PA O—Q,O + P,O,, wenn man gleichgerichteten Strecken 
auf einer Geraden dieselben, entgegengerichteten entgegengesetzte Vorzeichen 


giebt. (Vergl. Moebius barye. Calc, $. 1.). Folglich 
ga -—Sı-H=}.O,Vd. 





Nach ($. 3) ıst dann 


A _ __ cosyn n sına y 
871 —/ı— HT” F us - HH EN 0 
(H— gr, +fy,)siney 
n, = 4 


i) 


II... Yon dem Punct, der Geraden und der Ebene ım haurme, 


* 
SndOP=x, PO=y , Oh=3 dıe Coordinaten des Puncts A, 


parallel mit drei gegebenen Axen, und ıst OR = r, so haben OR und die gebro- 
chene Linie OPOR, auf die Richtungen r, x, y, z rechtwinklig projıcirt, gleiche 


Projectionen, so dass 


(1) r=xcosertycosyr + zcoszr 
rcsar=x +ycosey-+ 200528 
(2.) rcosyr=wcosay-+Yy + 2cosy2 


rcoszr—=xcosz@e tr ycosySt3 
ist. Hieraus folgt unmittelbar 
cosxr.cosyr:cos2ar.1=%& +ycosey-+# 2c0523 
:CCOoseytY +zcosyz 
3.) :7coszx + ycosyz +3 


,‚r 











150 S. Baltzer, vom schiefwinkligen Coordinatensystem. 


N 


und wenn man die vier Gleichungen beziehlich mit 7, x, y, z multiplieirt und 
die Producte addırt: 
4.) "= a’ +y’+°.+2rycosey+2yzcosyz+2zwcosz®. 


Umgekehrt findet sich aus den Gleichungen (2): 


\ viy:zir=sin’yzcos@r —ycosyr — Pcoszr 
, :sin’r @cosyr — @coszr — YcosXr 
6.) \ sin’ a ycos2 aaa Pcosar — 4C0SYr 
3 
wo & = C0OSYZ — COSZXCOSTY 
pP = C0S2X — CUSXYCOos yz 
y = 0050 y— 005Yy2C0053% 
”—1+2coswycosy2coszXw —cos®’ay—cos’yz — cos’zw, 


und wenn man für x,y,z,r die proportionalen Werthe in die Gleichung (1) setzt: 


Ca — sın’y zco®ar + sin’zwcos®’yr + sin’xy cos’zr 


(6) 


Anm. Die Constanten a, P, y, 6, welche mit dem Coordinatensy- 


— 2ycoswrcosyr — 2acosyrcoszr— 2 Pcoszrcoswr. 


stem gegeben sind, lassen sich nach einer der Grundformeln der sphärischen Tri- 
gonometrie wie folgt ausdrücken: 


a = sin zwsin@ycosÄ, 
) 


(7.) P=sinwysinyzcosY, 
y=sınyzsinzxcosZ; 


wo X, Y, Z die Winkel der Ecke sind, welche die positiven Axen zu Kanten hat, 


und zwar X der Winkel an der Kante x u. s. w. Ferner ıst 


| S? 


(S.) | 


sin’zasin’ay sin?’ A 


\ 


sin’acysin’yzsn’ } 
— sin’yzsin’zasın’ Z 
— 4sin!(ay+yz+za)sinidhay-+y2—22) sinz(ay—yz+zr) sint(—ayt+yc+zr) 


so dass a:ßıy:d= cotÄX:cotY:cotZ:l1 ıst. 


| 

Diese Ausdrücke für d bedeuten aber den Cubik-Inhalt des KRhombocders, 
von welchem eine Ecke die positiven Axen zu Kanten hat und eine Kante die Längen- 
Einheit ist, Nimmt man z. B. als Grundfläche den ın der Ebene xy enthaltenen 
Rhombus, dessen Quadrat-Inhalt = sin @y, so ist die Höhe = sinzasin Ä oder 
sinyzsinY. Dieselbe Höhe drückt auch der Sinus des Winkels aus, welchen 


die vy-Ebene mit der z-Richtung bildet, d. h. der Cosinus des Winkels, welchen 
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die z-Richtung mit der Normale auf der @y-Ebene bildet. Sind x‘, x, y’ die 
Normalen auf den innern Seiten der Ebenen xy, yz, 2x, welche die Ecke der 


positiven Axen umschliessen, so ist also auch 


(9) = sinxycosz2' = sınyzcosxa’ = sinzxcosyy‘. 


2. 


Durch den Punct # (Fig. 4) werde eine Ebene normal auf OR gelegı, 
welche die Axen ın X, E, M schneidet, so dassOK = k, OÖOE=1, OM = m ist. 
Die Flächen ÄEM und OEM haben gleiche Projectionen, wenn man sie recht- 


winklig auf die Normal-Ebene zur x Richtung projicirt. Da nun r normal ıst zu 


KEM, x’ zu OEM ($. 1 Anm.), © zu der Projections-Ebene, so ist 
KEMcosar = OÖEMcosx’x u. s. w. 


(10.) OEM:OMK:OKE:KEM =... es en 
woraus sich durch Vermittelung von (9) 
(11) OEM:OMK:OKE:KEM = siny zcosx&r:!sinzx cosyr:sinwycoszr:d 
ergiebt. Setzt man diese Flächen für die ihnen proportionalen Werthe in die 
Gleichung (6), mit Rücksicht auf (7), so erhält man: 
(12.) KEM’= OEM’+OMK’ + OKE’—20EM.OMKcosZ 
— 2OMK.OKEcosX—?2OKE.OEMcosY . 
Eben so haben OP und OR gleiche Projectionen, wenn man sie auf die 
Normale x’ der Ebene POR rechtwinklig projıcırt; daher ist 
ccosa’x = rcosx'r u. Ss. W. 
cosa’r cosyr coszr 
cosx'x 'cosyy cosTz ' 


(13.) zyre 


Verbindet man hiermit (10), so erhält man 


Mcosa’r OMKeosy’r OKEcosz 
2.y:3.7 — a est 2 ra KEM; 
welche Gleichung auf die durch Elimination gefundene Gleichung (5) zurückge- 
fiihrt werden kann. Wenn man nämlich die Seite rechts mit AEM multiplicirt, 
erhält man 
KEM cos&'r = OEM -—- OMKcosZ— OKEcosY, 
indem man KEM, OMK OKE rechtwinklig auf OEM projicirt. Nun ist 














152 S. Baltzer, vom schiefwinkligen Coordinatensystem. 


a l ’ 
OKEM= -.dklm = sr. KEM, 
oO klmn 


KEM=,, 


und da r = kcosar: 


, klm cos ar ‚sinyz 
OEM = 3/msınyz = 


2r 
folglich 
x:r = sın yz(sın y2.cosx&r — sın2®.cosZ.cosyr — sınay.cosY.coszr):d? 


1.s.w.; was mit Bücksicht auf (7) zur Gleichung (5) führt. 

Anm. Die Beziehungen, welche zwischen r, x, y, z aufgestellt wurden, 
sind dieselben, wie die zwischen erner beliebigen Strecke im Raume und ihren 
Coordinaten, d. bh. den Projectionen der Strecke auf je eine Axe, parallel mit 
den beiden andern; z.B. a. —Y , 24772, WEennX, y,2 die Coor- 
dinaten des Anfangspuncts und &,, yı, 2 die Coordinaten des Endpuncts der 
Strecke sind. Dies leuchtet ein, wenn man durch den Anfangspunct der Strecke 
die Parallelen zu den Axen legt. 

\ndrerseits sind die Verhältnisse zwischen KEM, OKE, OEM, OMK 
auch diejenigen, ın welchen ein beliebiges Ebenenstück zu seinen Goordinaten 
steht, d.h. zu den Projectionen des Ebenenstücks, parallel mit je einer Axe aul 
die Ebene der beiden andern. In der That ist die Entwicklung der Gleichung (10) 
für diesen allgemeinen Fall gültig. Wenn es sich bloss darum handelt, XEM 
aus den andern Seiten des Tetraäders OKEM und deren Winkeln zu berechnen, 
so genügen die Ausdrücke für AEM, OEM u. s. w. am Schlusse von ($. 2.) zur 
Aufstellung der Gleichung (11); woraus denn, wie oben, (12) abzuleiten ist; oder 
aber man findet die Gleichung (12), wie die analoge (4), dadurch, dass man Je 
drei Seiten des Tetra@ders auf die vierte (wie am Schlusse von $.2) rechtwinklig 
propicirt. 

Die Gleichungen (4 und 12) geben leicht die Beziehungen zwischen den 
Diagonalen und Kanten eines Parallelepipeds (vergl. z. B. Legendre Elem. der 
Geom. Anm. V. 5.), so wie die analogen Beziehungen zwischen den Diagonal- 
drerecken und den Seiten desselben. 

Die Gleichung (6) enthält die Beziehung zwischen drei Kanten, nebst 


deren Winkeln. eines Tetra@öders und dem Durchmesser der dem Tetra@der um- 


geschriebenen Kugel. Ist nämlich OR der Durchmesser einer Kugel, welche 


te) 


die Axen ın 8, T, U schneidet, und OS =s, OT=t, OU=u, so ıst 
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cosxr:cosyr:coszr:l = s:t:u:r, mithin nach (6): 


209 BE en > WESTEN. Pe . i . ) 
nd’ = ssın?yz +” sın’z& + u sıntay — 2ysi — 2atu— 23 us. 
i 


-_ 


(Vergl. Legendre Elem. d. Geom. Anm. V.S8. Meier Hırch geom. Aufg. 11. $. 109.) 


oO 


3. 


Für alle Puncte (xyz) der Geraden OQ ist w:y:z:r constant. Denn 


vr ist constant, weil die Ebene POR, welche OP und OR begrenzt, immer 





parallel mit der yz Ebene ist u. s, w. Daher ısi 

a:y:z = fıg:h 
die Gleichung dieser Geraden. Für die Coordinaten einer parallelen Strecke 
a, —% ,„Yı-y' , z—:° finden dieselben Verhältnisse Statt; daher ist 

ar yy—y:3—: = f:g:h 

die Gleichung einer Parallele mit jener Geraden. Man kann sie wie folgt zer- 
legen: 

gx — fy' = H, 

hy'—g:'=G, 

f“‘ —hwv"=F: 
wo die Constanten 7, G, HI durch die Gleichung 

/F+gG+hH=V0 

verknüpft sind. Umgekehrt folgt, dass zwei Gerade parallel sind, wenn die 
Constanten ihrer Gleichungen f, g. h und f’, g‘, h‘ der Gleichung 

Pi: m fig:h 
genügen. Die Richtung einer Geraden ist demnach durch das Verhältniss fi g:7ı 
bestimmt, und es lässt sich kurz sagen, eine Strecke habe die Richtung (gb), 
wenn ihre Coordinaten sich wie f:g:/ı verhalten, 

Zur Bestimmung der FFinkel, welche dıe Gerade r mit den Awen bildet, 
hat man, wenn eine Strecke derselben zu ihren Coordinaten sich wie o:f:g:h 
verhält, nach (4): 

= f’+g+h?+2/gcosay + 2ghcosyz+ 2hfcoszu, 
und nach (3): 
cosxr.cosyr:coszr:l = f+ gcos@y+ hcoszw 
:fcosey+ g+ hcosyz 
:fcos2z0+ gcosyz+h 


u 
% 


Crelle’s Journal f. d, M. Bd, XLVI. Heft 2. 20 
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4, 


Für alle Puncte (x’y’‘z‘) einer Ebene, deren Normale durch den Anfang 





OR =r ıst und die Richtung (/gh) hat, ist 
acoser + Y'cosyr + 2'coszır =r; 
wie sich ergiebt, wenn man die aus den Coordinaten eines Puncts der Ebene zu- 
sammengesetzte Linie OP’O'R auf Oh rechtwinklig projıeirt. Daher ıst die 
Gleichung einer Ebene von der Form 
Ax + bg +C:’=D, 
wobeı, vermöge der Identität, 
A:b:C:D = cosar:cos yricoszr:r ist. 
Die Stellung der Ebene wird durch die Richtung (S,g,h) ihrer Normale 


bekannt, deren Bestimmung nach (5) erfolgt, wenn man die proportionalen 





Werthe von cosxr, cosyr, coszr einführt; nemlich: 


f:g:h:o = Asın’yz— yb— PC 


u .L 








:Bsin’ze— aU—yA 


- Csin’xy — A— aß 
o?:D 


r 
AR | » 
während nach (6), 


\ 


®D \ Asin’yz + B’sin’zx + C*sin’wy 


m == ÖÜ 
"7 t-24By—2Bla—2CAB 
folglich 
D DB _ 
r a ) 1st. 


6 FL 
Anın. Der Werth von 5 verhält sich zu A, B, C wie der Durchmesser 


der Kugel, welche durch den Anfang geht und die Ebene berührt, zu den Strek- 
ken, welche die Kugel von den Axen abschneidet. (Vgl. $. 2. Anm.) 

Der Werth von o verhält sich zu Asınyz, Dsin zx, Csin ay wie ein Stück 
der Ebene zu seinen Coordinaten (11); oder, Dö verhält sich zu Asınyz, Bsin zx, 
Üsin.ay, wie die dreifache Pyramide, deren Spitze der Anfang und deren Grund- 
fläche ein Stück der Ebene ist, zu den Coordinaten des Ebenenstücks, weil 


DS = ro ıst, Hieraus erklärt sich die eigenthümliche Bildung der Gleichung 


fiir die Ebene durch drei gegebene Puncte. 
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Ein anderer Weg, um die Gleiehung einer Ebene zu finden, ist foleen- 
der, Man betrachte das Dreieck AEM (Fıe. 4), welches die Ebene mit den Axen 
bestimmt, und einen beliebigen Punct der Ebene A. Schneidet AR die Gerade 
EM ın 8, so ist das Dreieck 

EMR: EMK = Sh:SK. 
Da aber die Ebenen POR und OEM parallel sınd, so ıst 
Sh:SK= OP:OK, u. s. w. 

tolglıic h ıst 

TI %y x ‘ ” ‚-nD ’TD.UTD 

Par = — EMR:MKR:KEh: KEM. 

[Y ; 
Nun ıst, mit Rücksicht auf die Vorzeichen der Dreiecke, allgemein : 


EMR+MKR+ KER= KEM 
(Vergl. Möbrus baryc. Calc. $. 18), mithin 


2 y 32 
+5; + _-»l; 
k I m 
r 
wok=:- - U.5.W. 
rer w. und 


I nn 
A:B:C:D= 


ei =: Ist, 
ki m r 


.). 


| Die Ebenen (Ax + By+Cz = D) und (Aa'+ By’ + C'.“ = D’) sind 
parallel und haben gleiche Stellung, wenn ıhre Normalen gleiche Richtung ha 
ben; mithin ist ($. 4.) 
A:B:C = A:B:tC. 

Die Stellung einer Ebene wird demnach durch das Verhältniss 4: B:C bestimmt, 
und es lässt sich kurz sagen: eine Ebene habe die Stellung (ABC), wenn die 
Coordinaten eines Puncts der Ebene, der Reihe nach mit A, BD, C multiplicirt, 
eine constante Summe geben, also die Cosinus der Winkel ihrer Normale mit 
den Axen sich wie A: B:C und die Coordinaten eines FEbenenstücks wie 
Asın yz: Bsinz®:Csinay sich verhalten, | 

Die Richtung (/gh) ist in der Stellung (ABC) enthalten, wenn eine Ge- 
rade von der Richtung (/gh) mit einer Ebene von der Stellung (ABC) parallel 


ist. Legt man die Gerade und die Ebene durch den Anfang (N = 0), so ısi 


jeder Punct (@yz) der Geraden ein Punct der Ebene, mithin 


20* 
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wiyizmfig:h, 
Ax +yb +(z:=V$: 





folglich ıst 
A+bgs+th=V 
hie Bedingung, unter welcher die Richtung (fgh) in der Stellung (Ab) 
enthalten ist. 
Ist in derselben Stellung die Richtung (g‘h‘) enthalten, so ıst 


Af+bre’+Ch"=VQ, 





folglıch 





I: b:C= gh' — gh: hf! — hf: g' — fg: 








Durch zwei Richtungen ist eine Stellung bestimmt; und umgekehrt. 
Ist (/g/ı) die Richtung, weiche die Stellungen (ABC) und (4'B’C‘) ge- 


mein haben, so ıst 


f:s:h= BU—B'C: CA — UA: Ab — AB. 


6. 


Die Richtung (fzh) ıst normal zur Stellung (ABC), wenn ($. 4.) 





y 


f:g:h:e= Asmn’yz — yb— PC 





: Bsin’ze — aC— yA 
: Csınday —BA— ab 


m ) 9% 


oder, mit Rücksicht auf (9. 3.), 
A:B:C: i —= /+gcosxy + hcosza 
:fcoswyt+g-+hcosyz 
:feoszx +gcosyzth 
.Q 
ist; woraus sıch 
+ Ber+Ch= En 
9 5 
ergiebt. 
Die Richtung (f’g'h') ist normal zur Richtung (fgh), wenn sie in der 


Stellung enthalten ist, welche zur Richtung (/gh) normal ist. Daher ıst 


(f+geosey + hcoszw) + g’(fcosey +g+ hcosy:z) 
+ h’(fcoszx’+gcosys+h) = 0 


odeı 
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Sf+sgtlh+(f'g+ fg)cosay+ (g'h+gh’) cosyz+(h‘/f+ hf) coszw =. 

Die Stellung (A'B'C') ıst normal zur Stellung (ABC), wenn sie die 
Richtung enthält, welche zur Stellung (ABC) normal ıst. Also ist 
A‘(Asin?y2=—yB—ßBC)+ B'(Bsin’zx — aC —yA)+ C(Csinday— BP A—aB) = 0 
oder 

AA' sn’y2 + BB’ sin’zx -+ CC’ sın ’ary 
— y(A'’B-+ AB) — a(B’C+ BC) — KK CA+CA) =Vd. 
Anm. Die Richtungen, welche im System paralleler Coordinaten die ein- 


- einer Ebene haben, sind die Richtungen der 


O0 
oO 


lachsten Beziehungen zur Stellun 
Geraden vom Anfang nach den Schwerpuncten der Dreiecke, in welchen die 
Axen von derEbene und von derjenigen Kugel geschnitten werden, welche durch 


den Anfang geht und die Ebene berührt. Im ersten Falle ıst 


ım zweiten Falle ısi 

J:g:h= A:B:C. 
Denn die Richtung (/gh) ist die einer Diagonalen eines Parallelepipeds, dessen 
Kanten den Axen parallel sind und sich wie f:g:h verhalten. Diese Kanten sind 


aber auch die auf den Axen von der Ebene des zugehörigen Diagonaldreiecks 


rs i m WE Be ' 
gemachten Abschnitte, welche sich im ersten Falle wie 7:3: 6, Im andern wie 


4:5:C verhalten. ($. 4. Anm.) 


’. 


Um den IVinkel der Richtungen (fgh) und (f’g'h‘) oder der zu 
ihnen normalen Stellungen (ABC) und (ABC), z.B. ROR (Fig. 5.) 
zu finden, projicire man rechtwinklig OA’ und die gebrochene Linie 
OP'O'R' auf OR, oder OR und die gebrochene Linie OPOR auf OR‘. 
Dann entstehen die Gleichungen 
(14.) ( rcosrr‘ = x’cosxr + ycosyr + z’cosar, 
rcosrr' = x cosxr' + ycosyr' ++ zcoszr‘: 
und hieraus findet man, mit Rücksicht auf (13): 


cosrr.cos&r _cosyr.cosyr _coszr.coszr' 
r -H z „ er 


cosrr’ = 


(15.) 


cosex cosyy cos27’ 
cosar'.cosa’r _ cosyr’,cosyr  cosazr’,cosz’r 


cos’ cosyy cos 27’ 
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wo «°, y', =’ die ın ($.2) so bezeichneten normalen Richtungen zu den Coordina- 


ten-Ebenen bedeuten. Um jedoch cosrr‘ durch f, ..... oder A, ..... auszudrücken, 
eliminire man aus einer der Gleichungen (14) entweder die cosar, ..... mit Hülfe 


von (3) i welches 


rrcosrr = — a’(c+ yecosxy-+2c0s 2x) 

\ +y(xcosay+Yy+ zCos Yz) 

(16.) +2’ (@cosz02 +ycosyz-+2) 
—_ — rc’+ yy-+z22.'+ (xy’ +ı ; ICOSUCY 


+(yz2’+y’z)cosyz+(2x’+ 2‘) cos 2a 
oiebt; oder die x, ..... mit Hülfe von (5), welches 
Dcosrr’ = +cosar’(cosar.sin’y2— ycosyr— Pcoszr) 
| ser. 2—ycosy Pcosz 
\ +cosyr'(cos yr.sin’z0 —@coszr —ycosar) 
+ cos zr‘ (cos zr. sın'wy — Pcosxr — @cosyr) 
Li 2 en. 
(17.) = — sıny2cosXxr.cosar+sın"2X.cosyr.cosyr’+sin"x.ycoszr.cos zr‘ 
mr -— une ar! nennt nnonrm 
—y(cosar.cosy? + cosx ‚cosyr) 
En yet st oe 
— axcosyr,coszr + cosyr. cos zr) 
— D(coszr.cosar' + cos zr’cos xr) 
orebi 


Nun ıst ($. 3) 


“24 23 73; == f: g: h:o und 
at: rt —=f: g': h‘ :0' 


segeben, folglich ıst nach (16): 
00° cosrr = ff! + gg’ + hh’ + (fg’+ fg) cosx® y 
+ (sh’ + g’'h)cosyz + (hf + h‘f)coszw. 
Sind r und r‘ die Normalen der Stellungen (ABC) und (A’B‘C‘), so ıst ($. 4): 


n Ö 
cosTr, cosyr Br: 1 me Mi: B ; E “ 59 
# 
a 0 
cosxr‘: cosyr‘ :cosar': l= A': bB': C': ö’ 
u ( 


N 


folelıch nach (17): 


so’ cosrr = AA'sn’yz+ Bb’sin’zx + CC sin’x y 
-y(AB’+ AB) — a(BC+ BO) — P(CA + CA). 
Der FF inkel der Stellung (ABC) mit der Richtung (fg'h‘) wird durch 
den Winkel vr‘ bekannt, den die Richtung (’g‘h‘) mit der Richtung (Sgh) bildet 
welche zur Stellung (ABC) normal ıst. Dann ıst 
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cosarzcosyr:l=A:B:C:, 
a yfıruefig:hi:g, 
folglich nach (14) 
co 


— cosrr' = A/' + Be’ + Ch‘. 
Ö O 
Diese Ausdrücke für cosrr‘ enthalten die früher gefundenen Bedingungen der 


parallelen und normalen Lage von Geraden und Ebenen. 


S. 


Für den Abstand r der Ebene (Ax + by + Cz = D) com Anfange, 
hat man ($. 4) 
Dod 
van —, 
0 
Für den Abstand s der parallelen Ebenen (Ax+ By+(z = D) und 
(Ax'+ by‘ + 63‘ = D‘) folgt: 


sar— rm 


(D— D)od 
OÖ i 
Für den Abstand s der Ebene (Ax + By + Cz = D) von dem Puncte 
(X Yı2,) hat man, wenn O, ft, = z, von der Ebene in #t geschnitten wird und r 
die normale Richtung zur Ebene hat: 
s = R,fRooszr. 
Nun ıst 
Ax, + By, +C.Ohkh=D, 
folglich (Vergl. 1. $. 5): 
Ax, + by, +63, —D='CKRnH, 
Bi 5° 
- ($. 4.) ıst: 


coszn N 
und da —_-_ 
( ( 


Ö 
s=(D— Aa, — By, — Ca) -- 


Y. 





Um die übrigen hieher gehörigen Aufgaben zu lösen, sind die Ausdrücke 
von Ebenen nöthig, welche eine gegebene Gerade, eine Gerade und einen Punct, 
oder zwei Geraden enthalten. 


Unter der Geraden (r) werden diejenigen verstanden, für welche 
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x — fy = H, 
hy—gı=F, 
Jz —-Ihx=G 
ist, wo //+Gg-+ Hh = die Bedingung ist, welche die Richtung (eh) als ın 


der Stellung (FGH) enthalten bezeichnet ($. 5). Unter der Ebene (E) werde 
eine solche verstanden, deren Gleichung 
Aü+- by +62 =D 

ist. Die Gerade (r‘) und die Ebene (#‘) haben in ihren Gleichungen f, g‘, h‘, 
P@#R..4, BB 0, Du f,.:.... 

Kine Ebene, welche die Gerade (r) enthält, hat, wie bekannt, die 
Gleic hung 

e(gce—fy—- M=hy—g:—F; 


wo e eine unbestimmte Zahl ıst. Damit ıst (Z) identisch, wenn 


Hl ‚H—-F 
AB: Dass: — ;1:- “uk, 


Hieraus folgt 
Al+ bg +Ch=®: 
wie auch aus ($.5) bekannt; und dae = 6 Ff+Gg+Hh= 0, so ist 


AH— CF 


BF — IG 0G — BH 
D= = = 


r h u F 


02 


Enthält die Ebene, ausser der Geraden (r), noch den Punct (x, Yı2ı); 
so ıst auch 
(ga, —fyı—H)=hyy—- ga—F, 
und die Einführung des Werths von e giebt 
A:B:C:D=hy—ga— F:Ss— ha, —G:gs —yı—H: — (Fax, +Gy+Hz,), 
Die Ebene enthält dıe Parallelen (r) und (r‘), wenn 
e(ge—f/y— H)=hy—gz:— F 


und daheı 


ı(H—-H=-F-—rF 


ıst. Dieser Werth von « giebt 


1::B:C:D=- F-F:@ =-G:H—NH: Br —HF 


er 
oO 


wo sıch vermöge der Glei« hungen 
Ff+Gg+Hh=Vd, 
Ff+Gg+Hh=Vd: 
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folgenden Ansdruck findet: 
HF'— H'F: FG'— FG:GH —- GH — giÄhrf, 
Die Ebene enthält dıe Gerade (r) und ist mit der Geraden (r‘) paral- 
/el, wenn sie einer durch (r‘) gelegten Ebene 
e(g’x -fy — H)= h'y - 2! 2 — FF 


parallel ist, und daher ist vermöge (}. 5): 


vof+h vf +h eh — geh 
oO . m ge a ‘ — fg _ f [a * 


Dieser Werth von e giebt 
A:B:C:D=gh’— dhiıhf' —hf:fe —f'g: Ff'+Gg' + Hl 
Für die Ebene (#°) durch (r‘), parallel mit (r), ıst 
A':b':C:D = g'h—gh':h"f—hf:fg—/g:Ff+-Gg+ HK, 
und daher ist die Bedingung, dass die Geraden (r) und (r‘) in einer und dersel- 
ben Ebene enthalten sind: 
Ff+Gg‘+Hl+-F/+Gs+lM h=Vd. 


Damit stimmt überein, dass zugleich 


vf+h vf' + h vH-F_ cH —F 
g er; eg’ i g — o’ 
0 Ih PER oh Fo’ dis (02 


f = 
fe -fe  Hg—-Heg "" 


$. 10. 


Der Abstand der Geraden (r) con der parallelen Ebene (E) ıst der 
\bstand der Ebene (E‘), welche durch (r) parallel mit (#) liegt, von (E). Es 
ist ($. 5 und 9): 

AH— CF 
D= ak 
folglich ($. 8) 


I — 


(eD- AH+CF)o 
g6 
Dasselbe ergiebt sich, wenn man ın (S. S) den Punct x, y,:,) als einen Punct der 

Geraden (r) betrachtet. 
Der Abstand der Geraden (r) und (r‘), welche nicht ın einer und 
derselben Ebene enthalten sind, ıst der Abstand der Ebenen (E) und (E‘), von 


welchen jene die Gerade (r) enthält und mit (r‘) parallel, diese die Gerade (r‘) 


enthält und mit (r) parallel ıst. 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XLVI. Heft 2. >| 
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Werden statt A, B, © die proportionalen Werthe ($. 9) gh’— g'h, 
hf—h‘f, Je—f'g geselzt, so ist (Ff+Gg'+Hh'‘) statt D und —(F'f+G’g+H'h) 
statt /)' zu setzen, folglich ıst ($. 8): 

) 
ae Er 4 of d UL Yy 4 e 
s=(Ff' +Gg+Hh’+-Ff+G'g+H'h)-. 

Der Abstand des Puncets (XA,F,Z,) von der Geraden (r) ist der Abstand 
dieses Puncts von der Ebene (E), welche die Gerade (r) enthält und normal zur 
Ebene (#‘) des Puncts und der Geraden ist, oder welche die Richtung (f‘g‘h‘) 
der Normale zu (#’) enthält. Nun ıst für die Ebene des Puncts und der Gera- 
den (8. 9): 

A:B:C=hy, -ga— FF: hu —-—G:ga, -yı HH, 
für ihre Normale ($. 6): 
fe" = A'sn’yz— yBb'— PC’: Bsin’za — aC’—yA': C'sin’zy —BA'—yB', 
und für die Ebene durch (r), welche die Richtung (f’g‘h‘) hat, ($. 9): 

1:B:C:D= gl’! - g’h:hf' —Wf:fg—fg:Ff +Gg+ Hl. 
Hierdurch ist die Aufgabe nach ($. 8.) gelöset, indem man die proportionalen 
Werthe in die Gleichung 
7 
$ (D an Az” By; Su CG2,). 6 
setzt 

Der Abstand der Parallelen (r) und (r‘) ıst der Abstand der Ebenen (FE) 
durch (r) und (E£’) durch (r‘), welche normal zur Ebene (E“) der Geraden {r) 
und (r‘) sind, oder die Richtung (‘'g“ Ah‘) der Normale zu (#“) enthalten. Nun 
ıst für (&), nach (8. 9): 

A": B":C" = F-F:G-G:H'-B; 

für ıhre Normale (S. 6): 
Jg" :h" = A"sin’yz—yB'—PRC': B"’sm’zr — al" yA’:C"sn’cy- PA"—yYB", 
und für die parallelen Ebenen (E) und (FE), nach ($. 9): 

A:B:C:D:D' = sh" —- g"h:hf" -h"f:fg"— f"g: Ff"+Gg" + Hh“ 

-F'f' G'2"+ H' H" . 
so dass nach (2. 5). 
a © a ü E 
s= |(F’- F)f” + (G’- G)g“ + (H’— Hyh“] _ ıst, 


Anm. Die Gerade (r') durch den Punet (x,Y,2,), welche die Ge- 
rade (r) normal schneidet, ıst der Durchschnitt der Ebenen (#£), normal zu 
(r) und (E), durch den Punct (,%,2,) und die Gerade (r). Daher ist (SS. 9. 6.5.) 


A:B':C=hy,-ga-F:/ı -hay-G:ga—f[yı-H und 




















S 
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1:B:C= S+gecosxey+h c0S2% :g+h coSy 2 +fcoswy dh + fcos20 + gcos xz, 
0 ffrg" :h" = BU— BC: CA — CA: AB — AB. 

Eine Gerade (r“), welche die Parallelen (r) und (r) normal schneidet, ist 

der Durchschnitt einer Normal-Ebene (E) zu (r) und der Ebene (E%) der Paral- 


lelen. Daher ist 
4:.B:C: D’= F-F:G-G:H-H:— —®£ 
A:B:C=f+geosay+hcoszr: u. s. w 
Jg :h‘' = BC - B’C: u. s. w. 
Dabei ıst (r‘) ın (#°) enthalten, wenn (S. 9) 


PER 2 ihn 1. 


or 
& 
mithin 


(FF F)H"— (H'— HF" =°-(HF'— WF) isı. 
Die Gerade (r“), welche die Geraden (r) und (r‘) normal schneidet 


ist normal zu einer Ebene (#), mit welcher (r) und (r*) parallel sind; daher 
(SS. 9. 6) sind 


A:B:C= gh’— geh: hf! MW f: fg —f'g 
f":g":h”" = Asn’yz—yB— PC: u. s. w. 

die Bedingungen, dass (r“) die Geraden (r) und (r’) schneidet 
F'"f+G"g+ H"h+F/f"+Gg”+ Hh“ 
F"’f'+G"g'+ HM + F'f"+G'g“" + H’h“ 


bestimmen F’,G", H“, welche durch die Gleichung 


(9. 9); und 
— (! und 


—— 


F'f'"+ G'." +‘ h“ — I) 


Im Zuasammenhange stehen. 


Dresden, im October 1550. 
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). 
Beitrag zur Theorie der Bewegung der Räder- 
fuhrwerke, mit Inbegriff der Dampfwagen. 
Von Herrn J. P. @. v. Heim, Königl. würtemb. Oberstlieutenant a, D,) 


(Fortsetzung von Nr. 4 im vorizen Heft. ) 


Gleitende Bewegung. 
$. 35. 


D;. Gleichungen (C) sind nicht mehr anwendbar, wenn die Reibung 
zwischen dem Umfange der Räder und dem Boden, oder auch zwischen dem 
Umfange eines Räderpaares und dem Boden, nicht mehr stark genug ist, um eine 
rollende Umdrehung zu gestatten. Dann muss den Gleichungen der Bewegung für 

: R .y B.. | 
den Fall, wenn zugleich f, — N und f, = N, ist, indem Rdurchf Mund AR, durch 


f, N, ersetzt wird, nachfolgende, etwas veränderte Form gegeben werden. 


Die Gleichungen (D) der theilweıse gleitenden bewegung 

des vierrädrigen Fuhrwerks erster Art sınd nemlich in diesem Falle, die Achsen 

als am Körper des Fuhrwerks fest vorausgesetzt, für irgend einen Augenblick der 

Bewegung folgende : 

1) Acosß—J.2N —fi.2N, — (P+20+2(,)(sna+ A) —ß(, 

2) Asn#? +2 N +2 N, — (P+20+2(,)cosa —V, 

3) r1cos. K+cP-—rsına.2 0 +(iecosa-tr; sın a)2 O, —e.2 N, 
(hP+2r0+2r,0)XÄ-20.U-20,.U,=%, 


4)2E(G+Yp)-f-2N-20(sina+Ä) == @, 
5) -2E1-Y9G)+2N —-20cosa == 9, 
6) fr. 2 N—-po.2EY(1+6G°) —-20/ == 9, 
T)2E(G, +9)-fı:-2N,-20,(ina+A)=0, 
3) -2E, 1-9,6,)+N2,—20cos« == ®, 


9) f, r..2 N, — 919ı:2 EyY(i+G7) -2 (0), U, =® 
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$. 36. 


Die neuen Unbekannten, zu deren Bestimmung die Gleichungen (D) die- 
nen, sind E, E,. G, Gı, N, N,, U, U, X, und bei gleichförmiger fortschrei- 
tender Bewegung Ä statt A. 

Nach dem Vorgange der rollenden Bewegung ($. 31) werde, um die 


Wurzelgrössen aus den Gleichungen (6 und 9) zu entfernen, 


1—yG 1 Q@: 1—-y,6, g G: 
Ya ge) statt v1+G6G°) , yaygy sat YyA+6G; 
und zur Abkürzung 
Fo fı9 
yArgı) fs „Vie FR 
2E(G+y)=|, 2EI—-yGo)=Z. 
2%, (G,+y)=F,: 2E(1—-9,6)=Z 
geselzt, wodurch sich 
' Z+0oY r Y—uZ Y—ıZ 
2E= 1 Be, 2Ff= Be. (5 =; . . 
+4 1+y Z+y) 
I+yi ° I I+-y} ı TU Zu+g}, 
ergiebt. Nimmt man nun beı der Entwickelung der Gleichungen zunächst die 
fortschreitende Bewegung als gleichförmig, oder A =0an, so ergiebt sich 


Aus (1,4u. 7) +, = Kcos$ — Psine . 
Aus (3, 5u.8)Z+Z, = Pcoosae—Ksinp. 
Aus (3,5, 6,85u.9) [e+ (A — w)n — (f - Wr]Z 
—= B+ncosß.K— (f— Wr(Pecose— Ksin?) . 
wo B statt eP—2rO (sına+J cos) — 2r, I, (sine + fıcose steht; 
Aus (4Au.5) Y—-fZ=20(sine+/fcose) . 
Aus (7u.Ss)Y, —- AZ, = 20, (sina+ fcose) : 


woraus dann 
l(e+(f, — u,)rı)(sine +fcose) — (f— u)r(sine +f,cose)] P—(F—f)B 
gr +[e+ (fh - m)rı —(f— w)r]|20(sine« +, fcose) + 20, (sin« + f, cos«)] 
ar le + (fi — u,)rı |(cos? + fsin d) — (f— u)r(cos? + f, sin?) + (f— fı)ncos ? 
folgt, wenn / den zur gleichförmig fortschreitenden Bewegung erforderlichen 


besondern Werth von ÄX bezeichnet; und ferner: 








166 9. v. Heim, zur Theorie der Bewegung der Räderfuhrwerke. 


fle+(f, — u,)r,)Pecos(@ + A) — ncos 3-P(sin« + fi cos«) — B(cos? + fı sin ?)] 
+ 20 (sin&@+ fcos «) (e+(fı —u,)r,)c0os? — (f— u)r (cos? + f, sind)—fıncos ?| 
— 20, (sine + f,cose)f|ncos?+(e + (fi — u,)rı) sin] 


Li 
j le+(f, — u,)r, (cos? + fsin 9) —- (f— u)r(oos? + fhsn)+(f—fı)ncos$ 
’/] 1/’1 j l ’ | N « N i 
le+ (fi — u)rı] Pcos(@e + P) — ncos?. P(sina + f,cose) — B(cos$ + f, sin?) 
u... 20 (sine + fcose) + 20, (sine +f,cose)||ncos? + (e + (Fi — tı)r,)Sin ?] 
- T fe+(f, —u,)r, | (cos? + fsin 9) — (f— u) r(cos# + fisind) + (F—fF)ncos? ’ 
I f(incos ?. P(sin« + fcos«@) — (f— u)r Pcos(@ + $) + B(cos$ + fsin ?)] 
+ 20(sinee + fcos a) f, |ncos? + (f— u)rsin | + 20, (sine + fı c0S «) 
} I(e-+ (fi — u)r,)(cos 37 + fsin?d) — (f— u)rcos ? + fncos ?] 
2 le + (f— u,)r (cos? + fsind) — (f— u)r (cos? +fı sind) + (FFı)ncosß ? 
ncos?. Plsin« + fecosae) — (f— u)rP cos(@e + 9) + B (cos $ + fsin ?) 
n + [20 (sin@ + fcos«e) + 20, (sine + fı 608 «e)| [n cos + (‚f — uJrsin ?] 
17 Ser (fr — u)r|(cos$ +fsin A) — (f— wWr[eos?+fisin) +(f—fı)ncosd ’ 
Ss) wie: 
Au 5u8) 2N=Z+20cosa, 2N =Z+20,cose , 


\us (6 u. 9) 20 SE (u rZ+/rcosae. 20, 20, K, 2 (u) Zıtfircose 20. 
Die Verbesserung der Rad-Effects- Exponenten «u und «, kann auf dem 

Wege allmähliger Annäherung wie bei der rollenden Bewegung ($ 31) gesche- 

hen, und zwar so, dass hier 

Y = 2r(Q (sına + fcos«)(cos > + /ısinß) , 


fe+(h —u)r]Pcos(e + 2) — ncosP.P(sin« + f,cose) — B(cosf +f, sin, 9) 


20, , - | ” ; 2 
—f. y sIn«& +/, cos«) [cos 3 + (e + (fi — 4) r,) sın Ö | 
20 
+5 (sin«e+fcose)|(e+(fı — u)rı) eos? —fr(cosd+ fi sinf?)- -fıncosß), 
. fe + (fi — w)rı]Pecos(e + P)—n cos#. P(sin« + fj cose) — B (cos? + f, sin?) 
y = . ‚ 
en U 
20 
(5 (ino+fcosa)+- hr sin at fı: 0s«) )[ncosß+e + (ff — Au) rı sın Ph 
YA, = —2r,Q,(sina + fıcose)(cos +/sin ?) . 
2 n cos 3. P(sin« + fcose) — (fF— u)rPeos(e + P) + P(cos? + fsin?) 
Bd, — Jı- Y, 
20 ,. \r NR | A 
+/f, J] (sına tr fcos«a)|nNcosy» + (/ ö ‚«a)rsın d] 
“sr 


(sine ++ fı cos e)!| e+f, r,)(cos, 37+fsın, )— f- “)rcos$?+ fneosß], 
l 




















EEE 
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u nc05 9. P(sin« + fcos«e) — (f— u)rPcos(e + 9) + PB (cos? + fsin ?) 
RT Y 
a2 


I, 20,,. | 
+| A, (sina + fcos«e) + y, (sin«@ + ficos a) (ncos? + (f'- «u)rsin }) 


gesetzt wird. 
$. 37. 
Für die allgemeinere, die beschleunigte Bewegung umlassende Aullı 
sung der Gleichungen (D) erhält man: 
Aus (1,4 und 7) Y+Y, =Kcsß— P(sna+Ä), 
Aus (2, 5 und 8) Z +7, = Pcosa — Ksın?, 


Aus (3,5,6,81.9) [e+(fı- u) (Wr) A = C-(f- rl Peosa-Ksin?) 
—(hP+20+2rO0)\, 





wo C statt ncos9.Ä+cP—-2r0 (sına+/cosa)— ?r, O,(sina+f,cosa) steht: 


Aus (4 u.9) Y-/Z=20(sna +fcosa+Ä). 
Aus (7 u. 8) Y,.- 7 =20(sna+ficosa-+ A). 


und findet hieraus 


le+-(f—u In —(f-u)r][K(cos?+ fsin?) — (P+2Q)(sine +fcose) — 20), (sine +f,coser) 
X + (Sf) [C— (f— u)r (P cosa— Ksin ?)] 
le + A -e)n -(F-w)r\(P+29+20,)+(Ff)(hP+2rP +ar, 0) 


fP+20,)Iee+t (fu )rı)(Pcose—Ksin 9) — C) +Hf(hP+2r0 +27, 0, )(K(cos3’+f,sin ?) 
— (P+20,)(sinetf,cose) |+2P[let(f,-u, )rı-F-u)r][Keos?+f Pcosa+lf-f,)20,cose] 
+, (Fu \r(Pcosa— AK sın 7) — fC—fihP+2rV +2r,0 (sin (& +fcose)] 


Y Ä 5 
le + (fi — u) -F— u)dr)(P +29 +20) FF FhP + 2r + 2rı$)) 
(P+20+20,)[ et, fi —u )rı)(Pcose — Asin9)—C]+(AP+2r0 +2r, 9, )(K(cos?-+fsin?) 
rn — (P+20,) (sinat+fcose) — 20 (sin«+fcos «)] 


(et (fh -u)n -(F- wWr)(P +29 +20) +(f—f)(hP+2rV0 + ar, 0,) 


SıP+20)[C-(f-W)r(Peose-KsinA)]-f(hP+2rQ+t2r,P,)| AlcosA+fsin>)-(P+20Ysına+fcosı)] 
+20, | SC-flet(fi—u)r, |(Pcose—Ksinda)+(etf—u Ir, —(f-W)r)CA cosstf, Pcos« 
Y= — (f—-f\)2Pecosae)tf(khP+2r Q@+2r,0,)(sine+f,)cose)| 
(et fh, — u )n -(f-u)r)( P+29 +20) + (FF) (kP+2rV tar, V,) 


(P+20+20,)IC—-(f- Wr (P cose— Ksin 9) | — (hP+2r Y+2r, O,)|Ktlcos ?+ fsin ; 
An —(P-+2P) (sina+fcose)—2P, (sinatf, cos«)] 
le+(h-u)n -S-u)r(P+20 +20, )+f-S)(hP+arQ-+ar,V,) 


wozu vermöge der Gleichungen (5, 6, 8 u. 9) noch 
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2N =Z+20cosa 2N, =Z,+20,cos«a, 
20U zu f- u)rZ + /r,20 cosa ’ 20), U, =(Ah-)r Z, + fir. 20), cosa 


Zur Verbesserung der Exponenten 4 und +, auf dem ($. 31) angezeigten 
‚Wege ıst hıer:: 


AU=2r0[Klcos$+f sin d)+ (ff) (P+20O,)cos«a], 


di 20, 


B—f. a)r)(Pcosa— Ksin?)—C | 
y* +-2r0+?2r,( . Bun . . 
”r yı IK (cos? + fı sind) — (P+20,) (sına + fıcos«) | 


+5 es HA )rı=/r)(KeosßtfPeosat( [-f)2Q,cosa] + ffır r( Pcosa-Ksın?) 
— EC — fı(hP +2rQ0 +2r,Q,)(sına + fcosa)], 


G= Se a Ke+(F — au)rı) (Pcosa — Ksin $)— C] 


re inatf, 2(%si 
+ = An | K(cos, 3t/, sın, )-( (P+2O,)(sinat/,cosa)-2(Xsinatfcosa)], 


Y= — 27,0, [K(cosß + fsin A) — (f— FI P +20)cosal, 


P+20 
BF. J1, |C — (f— «)r(Pcosa — Ksın, >)| 
‚khP+2rV U, - 
—/ı. == ass => [K(cosß + fsin ?) — (P +20) (sın «a + fcosa)) 


Yl) e Pr > » . 
+ N | SC-Ne+rfir,) Pcosa- Ksind)+le + fir -(S-)r)(Kcoshfi Pcos «) 
— (S-J)20 cosa) + f(hP+2rQ0+2r,Q,)(sina +,fcos e)); 


P+20+?V, 


= [C—(S— w)r(Pcosa« — Ksin P})] 
i) n) +) 9r.() e 2 = m r . 2) 
..> .. FRI K(cos ß + fsin 5) — (P+ 20) (sin« + fcos«) 
vr 


— 20, (sine + fi cose)| 


zu selzen. 
$. 38. 
\Venn in den Ausdrücken des vorigen Paragraphen für beschleunigte 


fortschreitende Bewegung die Zugkraft K den Werth F für gleichförmige fort- 


schreitende Beweeung erhält, so ist X=0 und es müssen die übrıgen jener 


Ausdrücke ın die entsprechenden der letzteren Bewegung übergehen. 
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Auf Fuhrwerke, deren Achsen an den Rädern fest sind, findet die gleiche, 
sie betreffende Bemerkung, wie bei der rollenden Bewegung (3.33), \nwendung. 

Für das Gleichgewicht der Ruhe ergeben sich die Ausdrücke, aus denen 
($. 36), wenn man in ihnen f, fı und p, y,, also auch #, «1, gleich Null setzt: 
ganz eben so, wie sie aus den Ausdrücken für die gleichförmige rollende Bewe 
gung ($. 33) hervorgingen, 

Wie die Geschwindigkeit = der fortschreitenden Bewegung und die W in- 
kelgeschwindigkeiten z und zz, der Räder für irgend einen Augenblick der Bewe- 


Rn d’x du gU du, eU, 
gung aus den Gleichungen n — = °— und = 


de Sr de k? di 1 
läutert (S. 23). 


Bei der Anwendung der aus den Gleichungen (D) entwickelten Ausdrücke 


sıch finden, er 


wird man in den meisten Fällen f = f, setzen können. Dadurch werden diese 


Ausdrücke einfacher und es wird z. B. 
K(cos?+fsind)—(P+20 +20,) (sine +fcose) 


sinet+fcos« 
Am P+29 +29, 


P =(PR2ON20) 0584 Feind’ 
unabhängig von g,r,g,e u. s. w.; so wie die beiden letzteren Ausdrücke für f = f,, 
aus den Gleichungen (D) (1 und 2) sich ergeben. Da jedoch der Reibungscoci- 
ficient /f = fi Werthe haben kann, bei denen die Bewegung des einen Räder- 
paars rollend, die des andern theilweise gleitend ist, in welchem Falle bei den 
Vorder- und Hinterrädern verschiedene Werthe desselben in Betracht kommen 
(S. 39), so müssen die Co@fhicienten f und, der beiden Räderpaare von Anfang 
an bei der Berechnung unterschieden werden. 

Die Ausdrücke von X und Y für f= fı zeigen, dass, wenn f zur theil- 
weise gleitenden Bewegung klein genug und die Bahn stärker geneigt ist, als unter 
dem Winkel «a, den die Gleichung sına + fcosa — (0) oiebt: dass dann das abwärts 
gehende vierrädrige Fuhrwerk, wie das zweirädrige, sich selbst überlassen ,„ eine 


: u i 
beschleunigte Bew egung annımmt, 


Np 39, 


(s —r,)X, welche 


Setzt man in den Gleichungen Ü= (s—r)A und U, 


dx 


. . . 
aus den Bedingungsgleichungen der rollenden Bewegung 7 Zru= nu, unmit- 
telbar folgen, für U, U, und X die entsprechenden Ausdrücke (8.37), so werden 

| | ht a. ee Hr 
aus diesen beiden verbundenen Gleichungen FE. N und = N, gleich den Rei- 
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bungsquotienten für beschleunigte rollende Bewegung gefunden, und eben so 
finden sich aus den Gleichungen U=U, = 0, wenn U und U, die bezüglichen 
.. ‚0 Dwa » R R, . > . . 
Ausdrücke (8. 36) bedeuten, f = x und fı = N gleich den Reibungsquotien- 
ten für gleichförmige rollende Bewegung. 
Umgekehrt müssen daher die abgeleiteten Ausdrücke ($. 37), wenn. man 
un de 9.12 & Dede EB | 
ın ihnen anstatt f und /, die NReibungsquotienten N und N, für beschleunigte rol- 
“ “/ ,. 1 « 
lende Bewegung, und eben so die Ausdrücke ($. 36), wenn man in ihnen statt 
R 


. . 5 Rai j 1 Ban k Bo I . ’ 11. ‚vr : 2 . 
f und /, die Quotienten „und N für gleichförmige rollende Bewegung setzt, ın 


m 
or. 


die entspre« henden Ausdrücke der beschleunigten oder 


vr 


‚leichförmigen rollenden 


S 


Bewegung übergehen. 

Nach Beschaffenheit der Werthe von f und /, kann aber, die fortschrei- 
tende Bewegung mag beschleunigt oder gleichförmig sein, das eine Räderpaar 
eine rollende Bewegung annehmen, während das andere mit theilweise gleiten- 


der Umdrehung sich bewegt. WVenn z. B. bei beschleunigter fortschreitender 


| RR. er ä | i | var 
Bewegung „xy Ist, und für einen bestimmten Werth von /,, der kleiner ist 
h OÖ | IV, ä 
R, ER i ae . i 
als N’ der Coeflicient f, aus der Gleichung U = (s— r)AX berechnet, kleiner 


sich ergiebt als der wirkliche, der Reibung am Boden entsprechende Werth des- 
selben, so ist die Umdrehung der Hinterräder rollend, und es ist bei der Anwen- 
dung der entwickelten Ausdrücke jener kleinere berechnete an die Stelle des 
grösseren wirklichen Werths zu setzen, weil nur solche Werthe des Reibungs- 
coefficienten, welche den Reibungsquotienten für rollende Bewegung nicht über- 
steigen, zur Geltung kommen können ($. 2). Auf gleiche Weise muss man ın 


R De a " ’ 
dem Falle ar < 7, ın Bezug aul die Vorderräder, wenn die Art ihrer Bewegung 


oO 
nn 
zweifelhaft ist, indem man den Coefficienten f, für bestimmte Werthe von / und 
K aus der Gleichung U, = (sı — rı) A berechnet, verfahren; und zu demselben 
Zwecke ist, wenn es sich um eine gleichförmige fortschreitende Bewegung han- 
delt, von den beiden Gleichungen Y=0 und U, = (unter U und U, die 
Ausdrücke (8. 36) verstanden), die eine, oder die andere anzuwenden. Die so 
berechneten Werthe dieser Coeflicienten entsprechen demgemäss, auch wenn 
wie gewöhnlich = fı ıst, bei allmähliger Zunahme von f und /, Uebergängen 
aus der theilweise gleitenden in die rollende Bewegung, denen die beiden Räder- 


paare einzeln unterliegen; oder auch umgekehrt, bei allmähliger Abnahme von 

















9. v. Heim, zur Theorie der Bewegung der Räderfuhrwerke. 171 


f und /, Uebergängen der einzelnen Räderpaare aus der rollenden in die theil- 
weise gleitende Bewegung; woraus zugleich erhellet, dass die Gleichungen (D) 


von allgemeinerer Geltung sind, als die Gleichungen (C). 


N Gill R R, ] ] | R R+ R, | 
Nur we zulallie x, = und demnac m -— tr vermöove der 
ir wenn zulallig N, emnach N N+N, oder vermoge der 


K cos? — (P +20 +20,) (sine + X) 
e r ” 0) . 8 \ ie x x] & v — . "> f N . i 
Gleichungen (C, 1.2) A = (P+20+ 20 Jose — Kanp "st welche Gleich 


heit irgend eine besondre Beziehung zwischen den gegebenen Grössen der Glei- 


chungen (©) vorausselzt, kann der Uebergang aus der theilweise gleitenden Be- 
wegung in die rollende, und umgekehrt, bei beiden Räderpaaren zugleich Stati 
h di u 
finden; und in diesem Falle werden durch / = N die Ausdrücke von A für bei- 
derlei Bewegungen ($. 32 u. 37), und eben so die Ausdrücke von /($ 30 u. 36), 
einander gleich, weil sie es durch / = - = = werden. 
| J= TER 
Für f = f, findet sich, A und 7 auf die theilweise gleitende Bewegung 


bezogen: 
dX Ksin# — (P +20 + 20,)c0S« 
= - - wesentlich negatıc und 


df P+20 +20, 
dV (P+20+20,)cos(e + /) iR 
"6 (cos 7 + fsin 7)? posie; 


wonach mit abnehmendem / die Kraft 7” ebenfalls kleiner, A aber grösser wird. 

Wie beim zweirädrigen Fuhrwerk (S. 25), kann auch beim vierrädrigen 
aus der beschleunigten rollenden Bewegung leichter ein Gleiten werden, als aus 
der gleichförmigen ($. 33); und eben so muss ferner Das, was in ($. 25) vom 


oen der fortschreitenden und 


zweirädrigen Fuhrwerk ın Betreff der Veränderung 
umdrehenden Bewegung, welche eine Abnahme des Keibungscoelficienten f zur 
Folge hat, über die Wirkung negativer Werthe von U, des Ueberganges 
der theilweise gleitenden Bewegung in die ganz gleitende und der nach diesem 
Uebergange eintretenden Verhältnisse gesagt ıst, im Allgemeinen und beziehungs- 


weıse auch vom vierrädrigen Fuhrwerk selten, 


$. 40. 


Für die ganz gleitende Bewegung mit gesperrten hädern ıst das vier- 
rädrige Fuhrwerk erster Art, wenn nur ein Räderpaar gesperrt ist, als aus zwei 
Systemen, und wenn es beide sind, als aus einem einzigen Systeme bestehend zu 
betrachten. In letztem Falle bleiben nur die Gleichungen (D) (1,2 u. 3), ın 


22* 











17: 9, v. Heim, zur Theorie der bewegung der Räderfuhrwerke. 


welchen U und U, gleich Null sind und welche zur Bestimmung der drei 
Grössen A, N, N, oder X, N, N, dienen, bestehen. Im ersten Falle fallen die 
drei Gleichungen, welche sich auf das gesperrte Räderpaar beziehen, weg, und 
es bleiben demnach sechs Gleichungen „ welche gleichfalls zur Bestimmung der 
Unbekannten ausreichen, und nothwendig sind. Ist in eben diesem Falle die 
Bewegung der nicht gesperrten häder, nach Massgabe des Werths des entspre- 
chenden Reibungscoeflicienten, wıe sie es gewöhnlich sein wird, rollend „ so 
muss man den sechs Gleichungen, ın Uebereinstimmung mit den Grundsätzen, 
welche für die rollende Bewegung gelten ($. 28), eine etwas veränderte Gestalt 
geben. Eine vollständigere Auflösung dieser verschiedenen Fälle, welche dem 
Vorhergehenden nach keine Schwierigkeiten hat, übergehen wir, und bemerken 
nur, dass für f= fi, vermöge der Gleichungen (D) (1 und 2), bei ganz oder 
theilweise (S. 38) gleitender Bewegung, oder auch bei ganz gleitender des einen 
und theilweise gleitender des andern Häderpaares, 

K (cos? +fsin )—(#+2 Q+20,)(sin e+fcos €) 


i= | P+20 + 20, ’ 7=(P+20+20,) 


sına+fcos« 
cosa+fsin’ 


sıch ergiebt. 


Drıttes Capıtel. 


Das sierrädrige Fuhrwerk zweiter Art (mit beweglicher Verbindung der 


Gestelle). 


Bezeichnungen. 
s. 41. 


Das vierrädrige Fuhrwerk zweiter Art kann als aus zwei hinter einander 


angehängten zweirädrigen Fuhrwerken bestehend, oder jedes der beiden Gestelle 
desselben als ein vom andern trennbares zweirädriges Fuhrwerk angesehen 
\\ erden. 

Dieser Ansicht gemäss wird nach ($. 8) der Körper des einen oder des 
andern Gestelles mit der Last und den Rädern desselben als das erste, das Räder- 
paar als das zweite System des Gestelles angenommen, und es werden, indem 
man das Gewicht jedes Gestelles für sich in die Rechnung einführt, für das Hin- 


tergestell dieselben Bezeichnungen wie für das zweirädrige Fuhrwerk angewen- 


det werden. 
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Die gegenseitige Einwirkung der beiden Gestelle auf einander findet an 
zwei verschiedenen Flächen und Berührungspuncten Statt. 

An der einen, gewöhnlich in einigem Abstande hinter der Vorder - Achse 
befindlichen Fläche, liegt der vordere Theil des Hintergestells auf dem Vorder- 
sestell auf, und es trägt dieses einen Theil D des Gewichts P. Die Puichtung 
des Drucks D wird, unabhängig von der Lage der Bahnlinie gegen den Horizont, 
lothrecht genommen, und die Lage des Stütz- oder Berührungspuncts durch die 
\bstände /, m, a, b in der Bedeutung wie beim zweirädrigen Fuhrwerk ($. 7) 
bestimmt. 

Vermittels der andern Berührung übt das Vordergestell einen, als Zug 
kraft A auf das Hintergestell wirkenden Druck auf dieses auf, Die auf deı 
Berührungsfläche normale Richtung dieses Drucks schneidet die Riehtung deı 
fortschreitenden Bewegung unter dem Winkel 5, und trifft die beiden Geraden, 
welche in den Berübrungspuncten des Hinterrades und des Vorderrades mit deı 
Bahnlinie senkrecht auf dieser stehen, beziehungsweise in den Abständen r und 
rı, von den Berührungspuncten. 

Der Winkel ? ist, wie der Winkel «, ın dem Sinne wie beim zweirädrı- 
gen Fuhrwerk ($. 7) genommen, und der Buchstabe e bedeutet, wie beim vier- 
rädrigen Fuhrwerk erster Art ($. 27), den in seiner Projection auf die Bahnlinie 
genommenen Abstand zwischen den beiden Axenlinien. Demnach ıst 

n,—n = etang?. 
Für das Vordergestell sollen ganz dieselben Bezeichnungen wie für das 


Hintergestell, nur zur Unterscheidung mit einem Beistrich wie z. B. P,, dienen. 


Rollende Bewegung. 
$. 42. 

Die auf die beiden Gestelle bezüglichen Gleichungen werden nach den 
($. 8 u. 9) angeführten Grundsätzen, wie wenn jedes für sich ein zweirädriges 
Fuhrwerk wäre, gebildet, und der gegenseitigen Verbindung der Gestelle wird 
durch die in die Gleichungen beider zugleich eingehenden Grössen Rechnung 
getragen. 

Die Gleichungen (E) der rollenden Bewegung 


des vierrädrigen Fuhrwerks zweiter Art, bei welcher Bewegung = = yu rl, 
t 


ıst, sind daher, die Achse jedes Gestelles als mit dessen Körper fest verbunden 


vorausgesetzt, für irgend einen Augenblick der Bewegung folgende: 
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Hin tergestell; 
(1 bis 6) wie beim zweirädrigen Fuhrwerk ($. 9.) 

J ordergestell; 
(7) K,cosß, — Kcosß — (Pk, +20, — D,+D)sine—2Rh,—(P,+20)X =0, 
(8) Ay, sin d, — AÄsn? - (PA, +20, —D, +D)cos«a+2N, == O, 
(9) n,cos A. K, — n,,cos ?.K+c, P, — rısin«a.2 0, — a, D,— (ecose—a)D 

— (,P,+2s0)A =0. 

(10) 2E(G, + y)— 2, — 20, (sıne+Ä) == W, 
11) —2E(1—96G)+2N — 20,cos« == 9, 
(12) 27, id, — 9191-2 KEVY(l+ GH) —- 20 (ss —r)A =0. 


$. 43. 


- 


Die Gleichungen (1 bis 6), welche ganz dieselben sind wie die Gleichun- 
oen (A. 9.9), und welche die sechs Unbekannten A, D, R, N, E, G enthalten, 
sind sowohl für beschleunigte als für gleichförmige Bewegung ım Vorigen ($. 10 
bis 14) vollständig aufgelöset, und der dabei befolgte Weg scheint ebenfalls der 
geeignelste zu der nun nöthigen Auflösung der Gleichungen (7 bis 12). 

Die zu suchenden Grössen dieser Gleichungen sind A, D, Fi, N, E,G, 


von welchen A den Gleichungen beider Gestelle gemeinsam ıst und dadurch 





bei beschleunigter Bewegung zur Elimination der weitern Unbekannten Ä dient. 


1— (16) l 
gr „., anzenommen UN« 
vArgp) 


Y Tı , = Y ss f Al Y 
TE Arad) Y,=2E(G,+9ı), 4, =3 Fl — 9,61) 


Indem wieder YI+G7)) = 


eineeführt wird, wodurch sıch 


oE — Z, + QıFı OF — 4 Yı2ı 0 r — Yı2ı 
= Tg ; N 1+g? ; J-] Zu + Qıı 


» 
ergiebt, hat man, um zunächst zur Auflösung der Gleichungen (7 bis 12) in Be- 
zug auf gleichförmige Bewegung zu schreiten, beı welcher Bewegung statt der 
als verschwindend weefallenden Grösse A die Kraft Ä zu suchen und die aus den 


Gleichungen (1 bis 6) entwickelte Kraft Ä oder V, so wie D), als gegeben zu 


betrachten ıst: 
Nach (7 u. 10) +1, = K,cosf; — Fecosß—(P,+D-—- D)sine, 
Nach Su. 1) —Z, = Ksinf, —F/sn 3 —(P,+D— D,)cos« , 
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r > r 7 - 
Nach (9) a(P:, + D-D\) = B, + n,cosß. V— n, cos 37. RK, . 


wo B, statt 4, P, + r,sıne.20, + (a, — a-++-ecose) D steht, 
Nach (10 u. 12) Y, — uA =20,sine; 
und findet hieraus, wenn 7, den zur gleichförmigen Bewegung erforderlichen 
Werth von A, bezeichnet: 


r la,(cos$+u, sind) -+n,, cos (sine + u, cose)] V-+(sine-+u,cose)B, + asin ce 20, 


2. a, (c0S 9, + u, sin/?,) + n, 608 7, (Sina + u, C0S«) 
so wıe 
(cos, + u,sin?,)B, + |n,cos%(cos?, + u sin?,) 
— n, 608 5, (608 9 + u, sin9)]| V — n, c0s },.20, sin « 
1 ’ l ’ I s z vs ER & 
D,=P,+D-— een 


a, (08 9, + u, Sind) + N, 608 7, (sin« + ucose) ? 


u, B,cos(@ + ,) + u, Vla, sin(# — 5) + n,cos ?cos(e + A,)—r, 6083, cos(@ 4+/)] 
Yv— + 20, sin« cos d,(a, + 2, Sin «) 
a, (C08 5, + Sin 51) + N, 608 9, (SiN® + 1, C0S«) , 
B,cos(e + %,) + Vla, sin(#— #,) + n”cos Acos(« + ,)— n, cos ,cos(e + P)] 
— 20, sine(a, sin, +n, cos}, c0s«) 


2 = 


a,(c08, + 1, Sin?,) +n,C08 7, (sine + u, C0S«) 

wozu vermöge (10 und 12) noch 2A, = 7, — 20, sina = uZ, » 

und vermöge (11) 2N = Z, +20, cos« 

kommt. Auch werden die hier entwickelten Ausdrücke, in welehen der Kürze 
wegen durchweg 


(BP — rsin« .20) (sin« + uc0ose) + asin«.20 


F statt und 


a(c085 9 + usind) + nCosY (sine + ucose) 





(bP + rsin«.20)(cos 7 + usin ?) — ncos Psin«.20 
D statt P — a(c0os$ + usin/’) + ncos>(sin« + u C0S«) 
beibehalten ist, für jeden Werth des Winkels & genau, wenn man den Exponen- 
ten 1, durch das in ($. 13) angegebene Verfahren ergänzt, so dass die Buchsta- 
ben X, B,, ©, von welchen 


Y, = B,cos(« + A)+|eısin (#3— 2) +n, cos ?cos(« + A) — n,cosA,cos(e +3) 7, 





yAl 
X] + « 
B = 4 SID «cos /ı (a, + n,sın «) r 
. 20, . u n 
G,=1-— yy sine (a,sın A, + n, cos A,c0s «) 
1 


ist, in demselben Sinne auf die Vorderräder bezogen werden, wie die A, ®, 6 
dort auf die Hinterräder bezogen wurden; und wenn man zugleich beachtet, 


für den in 7 und ın D vorkommenden Exponenten «u selbst, das nach ($. 13 


ergänzte u zu setzen, 
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$. 44. 
Sollen die Gleichungen (7 bis 12) allgemeiner in Bezug auf beschleunigte 
Bewegung aufgelöset werden, so geben, indem man die Grössen K und D als 


segeben betrachtet, die Gleichungen 


(7. u. 10.) +, = K,c0sA,—Kcos3—(P,+D—-D;,)sına—P,X. 
($. u. 11.) — Z, = K, sin 4, — Ksin 9-(P,+D—D,)cosa. 
(9.) a(P,+D—-D, = C-+n,cosd.K+(h,P,+2sQ)A, 


(wo €, statt 4, P, +rısina, 20 + (a, —a+ecosa) D—n,cosß,.K, gesetzt ıst,) 
„ ß 
(10. u. 12.) Y—wZ, =2Q(sine+ X), 
l 


ınd es findet sich hieraus: 
a,(c057, tu, sin? )R,—l|a,(cosd-+u sin?) tn, cosA(sinetu,cose)] K- C,(sinz+ u, cos) 
— a,sin«@.20 


Am 
—a(P,+2 7 0,)+(h,P,+ 25,0,) (sin«+ u, cose) 


(P,+2-' 0,)(Cı + n,c083.K) + (h,Pı + 25, Q,)IA, (cos, + u, sin?) 
— K(c0s? + u, sind) — 20 sin «] 
D,=P,+D- ink 
alPı +3 A 0 + (h,P, + 25, O,) (sin« + u,.C08«) 
N; P\| Ü ‚os +(a sin, N ‚eos 3.00e@)K-a, sın A RK, +u,(hl 728, N O,)I Kyeos(e+, 3,)—Kuos(et, 7)] 
+20, |sineta,Pn+(h,Pıt+2s( sine ]— 16, sine+(a,c0s/}- tn cosAsine) A-a,Cc0s3, Kr)| 


alPı+2;, 0,) + (h, Pı +25, 0,) (sine + u, cos «) 


(Pı-+2 - 0, )IC, cose+(a,sind+n, cosP.cose)K-a,sin?, .K,]+(h,P,+2s0 )[ A,cos(e+2,) 
) 
2. —Keos(e+)—20,5inecose]) — 
N . 
a (P,+ 0 ‚)+ (P,+2s,0,)(sin@+u,cos«) 


Jurch welche Ausdrücke, En 
(P+ 2, 0)C+(hP+2s0)(Kcos? + u sin?) — 2Vsin «) 


D nach ($. 14) = P— | e 
a( P+ 2- 0) +(hP+2s0) (sin«+ucose) 


ist, vermöge der Gleichungen (10, 11,12) zugleich 


2R, = Y,— 20, (sine+ X) = 142, +20,( —1)X , und 
2N, —_ Z, — 20, COSs« 


entwickelt werden. 
Um endlieh die Unbekannte Ä zu finden, hat man, da die beiden für 
das Hintergestell und das Vordergestell abgeleiteten Ausdrücke von A einander 


gleich sein müssen, die Gleichung: 
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> = em I „ % . ” 

„K—i ,Kı-YR—-&,-(a —artecose)D(sin« + u,cos«) 
€ u €] 


wenn der Kürze w egen 
s 
statt a(P+ 2- 0) + (hP+2s0) sın «+ (1 cos«) 


$ 


| ) 
()P-+rsin«e.20)sına+ ucose)+ asına.20, 
In (&,Pı+rsine.20Q,)(sına+ u,cose) + a,sına2@, , 


a(cosß+ sin d)+necos d(sına+ fucose), 


Q )+(h, P,+25, sine + 4 c08 «), 
l 


r 


7 

4 R > 5 2 sauce a 

Y » alcos?+ Ausın 3)+n,cos?(sın «+ 1, cos a), 
5 ) #) . 

71» Aalcosd,+ tu sin?,)+ n, cos, (sın a+ At, C0s«) 


oesetzt, und Din der so eben angegebenen Bedeutung genommen wird; woraus sich 


&£(7,B,—<,)t 8,2 — (a, —atecos«) (sinat u, cos«)P] (a—b)( P-+2 - V)+(h—r)sine 20 
+ (hP + 250) (sine + ucos«) | 


KK ) 
en +87 +(la,—atecose)(sin«tu,Ccose)| ncos (P+2 0)—(hP+2s0)(cos?-+ usin?) | 
L_ s r j | [ 
m A1-nS-nSj-(a,-atreeose)(sineru,cose)[|((@-b)(cos?+ usin?)+ncoss(sinatucose))P 
\ + (n cos %— (rcos? + usin))sin«.2 0] 


‚ / \ . si Ss . 
en te,nt(a, —a+ecose)(sinetu ‚cose)| ncos(P+2,P)-HPr250) cos7+tusin >) | 





und sodann für X =, wie es sein soll, #, = F/; ($. 43) findet, 
Nachdem X eliminirt ist und die Ausdrücke von F, Z, Y,,, Z, demgemäss 
auf die entsprechende Form mit gleichem Nenner gebracht sind, könnte man die 


Werthe der Exponenten « und u, mittels der beiden Gleichungen 
Pen = f 0 Ti un Yf °) 
ÖN 1,2 Bl = 12 __f‘ 
(B, + C°)y +2 r oO) — (1+y‘) ( r 9 
2 NER 19 on AAN 
(B+-6C)yi+2 A By ( +9) ( . ') ($. 31) 
1 1 


entweder durch gemeinschaftliche Auflösung derselben, oder durch das ın ($. 31) 
angedeutete Näherungsverfahren genauer zu bestimmen suchen. Es wird jedoch 
zu Vermeidung grösserer Weitläufigkeit bei numerischen Berechnungen besser 
R r 3 u r Ka 1 j ’ fo 

sein, ohne die Grösse X wirklich zu eliminiren, die Werthe u = x und 

‘ ry(l+g°) 

Y10ı 
Aryl gi) 
rechneten Werthes von Ä die Exponenten mittels der beiden letzteren nach 


dt in ihr fürs erste beizubehalten, unter Anwendung des so be- 


($. 13) einzeln aufgelöseten Gleichungen zu verbessern, dann A genauer zu be- 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd, XLVI. Heft 2. 23 
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rechnen, und so auf dem Wege allmählıger Annäherung, wenn es nöthig ıst, Weiter 
fortzuschreiten. Die auf das Hintergestell bezüglichen Grössen X, B, & sind in 


(5. 14) angegeben, und in Bezug auf das Vordergestell hatman bei diesem Verfahren: 


A=P,|C,coset(a,sindtn cos?cos«) K-a sin$,.K,)t h,P,t2s, OA ,cos(et?,)-Kcos(e+P)], 
Jl) 


\ 


Fr Ss 
Sy ar ) , P pr = 1 N; n 5, EEE 
Y= y, sına a, P,+ fl +25, Q)sine)+, [mcosaÄ-(atn,sine)cosß.K-Csine)]. 


2 ( lr / s Pr -. . „ 
G,—=1- Y \sinaeose(h, P+25,0,)— „(€ jcoset(a,sindtn,cosßcose)K-a,sin?,K)] 
l 1 
zu selzen. 
8. 45. 

Die erläuternden Bemerkungen (88.15 bis 19) in Betreff des zweirädrigen 
Fuhrwerks gelten zunächst für das Hintergestell und finden ohne wesentliche 
Schwierigkeit ıhre beziehungsweise Anwendung auch auf das Vordergestell, oder 
auf das ganze vierrädrige Fuhrwerk zweiter Art. 

Durch die Zerlegung von Ä, in /7,+e, findet sichnach ($.15), wenn [3,] der 
Zähler, &, der Nenner der Grösse Z, (8.43), 3, der Zähler der Grösse Z, (8. 44) ist: 


d3 
R, R, ("—1)(l3,1+ 20.810080) + 1, C08« 7. 

— ») 1 1 
N, | N, |+20:«, 


(Ü(Pır2, O,)+(hP,t2s,t I )(sine+u; cose)]| 2N,]° 


(" — 1)[(B,cos(@+,)*(e,sin(?-P,)+n cos?cos(e+3,)-n,cos?,cos(«+3))V 


RR 7,).20,1+[u, cd P, +2s,9,)cos(e+ /,) 
— (a, sin?, + n,cos?,cose)(P, +2P,)] | 


R 
= |} |+ 2010. | | 
se la,(P, + 2" 9,)*+ (h,P, + 2s,0,) (sin « + 11, 608c)| [?N,] 





Da unter den aus den Gleichungen (#) entwickelten Ausdrücken nur die | 
von E, und F, den Reibungscoefhicienten p, für sich (anders als in u,) enthalten, | 
hat dieser Umstand nur auf die beiden letzteren, wenn die Achsen an den 
Rädern fest sind, Einfluss. (Wegen der Bedeutung von P.,P,., 0,05 und 
‚ ist indessen hier Aehnliches wıe zu (S. 16) zu RT 
Welche Grössen bei der Anwendung der Ausdrücke auf die Bewegung 


rückwärts ıhre Vorzeichen ändern, erhellet aus ($. 18 u. 34). 


$. 46. 


Der besondere Fall, wenn D, gleich Null ıst, erheischt noch eine nähere 
Betrachtung. 

Eine einfache Ueberlegung zeigt, dass wenn D, = ist, d. h. wenn die 
Lastverhältnisse des vierrädrigen Fuhrwerks zweiter Art so beschaffen sind, dass 
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das Vordergestell ausser den Rädern keiner weitern Unterstützung bedarf, dass man 

die Art des Zusammenhanges beider Gestelle, wodurch die beiden Arten der vierrä- 

drigen Fuhrwerke sich unterscheiden, keinen Einfluss weder auf die Bewegung dieser 

Fuhrwerke und die dazu erforderliche Zugkraft, noch auf die sonstigen Gleichge- 

wichtsverhältnisse derselben haben kann ; und eben Dies lässt sich, was die rollende 

Bewegung der beiderlei Fuhrwerke betrifft, durch eine vergleichende Zusammen- 

stellung der Gleichungen (C) und (E) nachweisen, 

Wenn nämlich, um die abweichenden Bedeutungen der gleichen Zeichen 
in diesen beiden Gruppen von Gleichungen zu unterscheiden, in den Gleichun 
gen (C) ($. 28) 

n durch n‘, p durch p‘, ce durch ec‘, A durch 4, KAdurch X, / durch 6} 
ersetzt wird, so sind die Gleichungen (G 1, 2 u. 3) wie folgt zu schreiben: 

(1) Kjcos?, —2Rh—2h,—(P'+20+20,\(sınat+A) = (0, 

(2) A, sind, +2 N +2), —(P'+20+20),)cosa — (), 

(3) n’cos?, Ate‘ P’-rsine2 ()+(ecose — r,sin«)2 O-e.2N -(h’P'+2s O-+25, O)A—V. 
Für D,=0 erhält man aus den Gleichungen (E) (1 u. 7) durch Addition: 
K,cos A, —2h — 22h, — (P+P, +20 +20 )(sına+A)=P0: 

eben so aus den Gleichungen (E) (2 u. 8): 

K, sin, #2 +2N, — (P+-P, +20 +20,)cose =Vd, 

und aus der Summe der Gleichungen (E) (3 und 9), nämlich aus 

n,c05?, K-(n -n)eosß.Kte Pte, P,-2r Otr,Q )sine-ecosae.D-(hPth, Pt2s 0125, 0,)X-0, 

wenn man das Product der Gleichung (E) (8) ın den Abstand e, d.h. 

esin A .K, — esin ?.K — ecosa. P, — ec0s«.20, — ecosa.D+e.2N\, —=V, 
davon abzieht, die Restgleichung: 

(n, cos A, — esin 3,) K,+(e sin 3— (n,,— n) cos $) Ä+cP + (e cos a+r,) Pı— rsine. 2() 

+(ecosa—r,sin«)2O,—e.2N, —(hP+h,P,+250+2s,O)A=0; 

und diese drei abgeleiteten Gleichungen fallen mit den obigen Gleichungen (C) 

(1,2 u. 3) zusammen. Denn es ıt P+P, = P’, eP-+fecose+c,)P, = «‘P', 

hP+hP,= hP“, esn 3=(n,— n)cos?=0($.4l), n,cos %, — e sin 2, = n’cos A, 


da n,—ctangf, = n‘ ist; und ?, und A, ($. 42) bedeuten eben Das, wie 3 und 


£ in ($. 28 u. folg.) 
Die Gleichungen (E) lassen sich demnach, da die den Rädersystemen an- 


gehörigen sechs Gleichungen in den beiden Gruppen dieselben sind, für I, —V 


ganz auf die Gleichungen (C) zurückführen. 


23 * 
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Hieraus folgt aber, dass, wenn die Werthe der in den Gleichungen (E) 
enthaltenen Grössen so beschaffen sind, dass sie die Grösse /), zu Null machen, 
der aus den Gleichungen (FE), sei es für beschleunigte, oder für gleichförmige 
Bewegung entwickelte Ausdruck irgend einer der gesuchten Grössen mit dem 
entsprechenden Ausdruck der gleichnamigen Grösse, wie er aus den Gleichungen 
(C) sich ergiebt, gleichbedeutend sein und bei der Anwendung der für diese 
Gleichungen so eben angenommenen Bezeichnungen auf denselben zurückgehen 
muss, so dass die in den Gleichungen (C) nicht vorkommenden Grössen der Glei- 
chungen (E), welche Werthe auch die gesuchten Grössen D und Koder 7 der 
letzteren Gleichungen erhalten mögen, aus jenem Ausdrucke herausfallen. Ist 
».B. 3 der Zähler, N der Nenner des Ausdrucks von X in ($. 32) und 3, der 
Zähler, N, der Nenner des Ausdrucks von A ın ($. 44), und stellt D, eine mit 


D, zugleich verschwindende Function von PD, vor, so mus 3N=ZNHD, 


> 2 9 
. u , Es “ ” . » . 
sein, SO dass. wenn D ==>® kt, a —— on u übergeht. Es folet dass diese 
\ Kt IN o ww 
nz l - 1” - 


Uebergänge der dem vierrädrigen Fuhrwerk zweiter Art angehörigen Ausdrücke 
in die des vierrädrigen Fuhrwerks erster Art für ), = Statt finden müssen, die 
pe fı0ı 
rvyA+g)’nWvirgd)’ 
oder in der ergänzten und den Gleichungen (C) und (E genau entsprechenden 


Verhältnisszahlen «©, 4, mögen näherungsweise gleich 


Bedeutung angenommen werden, und dass daher die aus den Gleichungen (C) 
abgeleiteten Ausdrücke, wenn D, = ıst, ebenfalls auf das vierrädrige Fuhrwerk 
zweiter Art anwendbar sınd:; dass aber umgekehrt auch die aus den Gleichungen 
(E) hervorgehenden Ausdrücke der unbekannten Grössen auf das vierrädrige 
Fuhrwerk erster Art sich müssen anwenden lassen. indem man eine der beiden 
Grössen P, P,, deren Summe gegeben ist, oder eine andere, von den in die Gleichun- 
oen (C) nicht eingehenden Grössen, welche die Gleichungen (E) als bekannt vor- 
aussetzen, der durch die Gleichung D,—=®0 gegebenen Beziehung zwischen diesen 
Grössen gemäss, und übrigens eben diese Grössen, mit Rücksicht jedoch auf de- 
ren gegenseitige Abhängigkeit, willkührlich annımmt; wodurch nach ($. 43) ein 
Mittel gegeben ist, die Exponenten « und «, für den Zustand der gleichförmigen 
Bewegung auch des vierrädrigen Fuhrwerks erster Art, welches als ein besonderer 
Fall des vierrädrigen Fuhrwerks zweiter Art betrachtet werden kann, so zu be- 
stimmen, dass sie den Gleichungen (C) vollkommen genügen. 

Und eben diese Folgerungen müssen, wie leicht erhellet, auch dann noch 
ihre Richtigheit behalten, wenn die Druckkräfte D, D, in einer andern als der 


verticalen Richtung wirkend angenommen werden. 
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$. 47. 


Beı dem vierrädrigen Fuhrwerk zweiter Art wird, wenn im Zustande deı 
Ruhe D, gleich Null ist, das statische Gleichgewicht zwischen den beiden Ge- 
stellen durch Vermittlung des Drucks D hergestellt, den sie an einer bestimm 
ten kleinen Fläche, welche als ıhr Berührungspunet oelten kann, auf einandeı 
ausüben. Bei dem vierrädrigem Fuhrwerke erster Art kann man dagezen irgend 
einen beliebigen Punct zwischen den beiden Achsenlinien als denjenigen betrach- 
ten, in welchem dieser das Gleichgewicht der Gestelle vermittelnde gegenseitige 
Druck Statt hat, und zu eben dieser Art auch diejenige Art von Fuhrwerken 
zählen, welche, wıe die Fuhrwerke mit sogenannten Rterbscherten, zwei verschie- 
dene, in einigem Abstande von einander liegende, dergleichen Berührungs- odeı 
Stützpuncte haben. Jedem zwischen den Axenlinien befindlichen Puncte des vier- 
rädrigen Fuhrwerks entspricht nämlich ein gewisses Verhältniss zwischen den 
Gewichten P, P,, ©, Q, durch welches diese sich, mittels des Drucks J) an dem- 
selben, für sich allein, ohne die Beihülfe eines andern vor der Vorderachse (am 
Tragepunct des Gespanns) wirkenden Drucks D,, das Gleichgewicht halten; und 
beı den vierrädrigen Fuhrwerken erster Art kann man dieses Verhältniss, wodurch 
ım Zustande der Ruhe D, gleich Null wird, als für jeden der zwischen den Ax- 
linien enthaltenen Puncte, bei den Fuhrwerken mit Äteibscherten aber als für je- 
den der zwischen den beiden Stützpuncten liegenden Puncte, so wie für diese 
Stützpuncte selbst, bestehend betrachten. Für die Fuhrwerke zweiter Art giebt 
es nur ein einziges Gleichgewichtsverhältniss der Gewichte P, P,0@,Q,, oder nur 
eine sehr beschränkte Zahl solcher Verhältnisse; für die Fuhrwerke erster Art 
dagegen liegen diese Gleichgewichtsverhältnisse innerhalb eines gewissen grössern 
oder kleinern Bereichs, den ihre Gesammtheit einnimmt. 

Zugleich mag hier noch erwähnt werden, dass nach Art des Baues der 
vierrädrigen Fuhrwerke zweiter Art, nicht selten die Abstände e und zn, oder auch 
e und a, zusammenfallen, und dass ferner bei einem und demselben Fuhrwerk 
die Berührungspuncte beider Gestelle selbst, nach der Neigung des Bodens, der 
Art der Belastung und andern Umständen einigem Wechsel der Stellung unter 


worfen seın können. 


Gleitende Bewegung. 


$. 48. 


Für das vierrädrige Fuhrwerk zweiter Art gestalten sich 
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Die Gleichungen (F.) der therlweise gleitenden Bewegung 


aus denen der rollenden Bewegung (E), indem man in diesen allgemeiner /V und 
fı N, statt A und A, setzt, wie folgt: 

Hintergestell 
(1 bıs 6), wie beim zweirädrigen Fuhrwerk ($. 20). 


V ordergestell 


(7.) K,cosd, — Kcos 3 — (PA +20, — D,+ D) sina—f,.2 N —(P,+20,)X = 0, 
(8) K,sına, — Asın? — (PA, +20, — D,+D)cosa+2N, —(, 
(9.) n,c052,.A, — n,,c0os9.X+c, P,—r,sine.20 -—- aD, 

— (ecose— a) D--(h,P,+2r,0)A—20,.U, =V%, 
(10.) 2 FE, (G; +9 1) —_/ 2N, ig, 20), (sına + A.) —=U, 
11) —2E(l1—96)+2N, — 20,cosa ==®, 
(12.) fir. 2, — 991.24, V(1+ Gi) — 20,.U,=0. 


$. 49, 


Die Gleichungen (F.) (1 bis 6) finden sich, als mit den Gleichungen (B) 
des zweirädrigen Fuhrwerks ($. 20) völlig übereinstimmend, im Vorigen bereits 
Q’ 
ceführt hat, wird hier auch auf die übrigen Gleichungen (7 bis 12) angewendet 
werden. 


aufgelöset, und der gleiche Gang der Entwickelung, welcher zu dieser Auflösung 


I —(, G, 


statt Y(1+G7) gesetzt und 
v(l+g}) A ) 8 

von den Buchstaben «4, F} und Z, wie in ($. 43) Gebrauch gemacht, so findet 
sich zunächst für gleichförmige fortschreitende Bewegung, oder für X =), in- 
dem man die aus den Gleichungen (1 bis 6) entwickelten Grössen Ä oder Y und 


D (Ss. 21) als gegeben betrachtet: 


Wird in der Gleichung (12) wieder 


Aus (7 und 10) Y, = K,cosß, — Fecos$ — (P,+ D— D\,) sin a, 
Aus (8 und 11) — Z, = K,; sın 9, — Fsin$? — (P,+ D— D,)cos«, 


Aus (9, ] 1 und 12) a(P,+D -D;) = B,+ l,, cos A. V’- h 1, eos A. Kit Ah)rıZı D 
wo B, für 54, P, + n(sin« + fıcos«) 20, + (a, — a + ecosa)D gesetzt ist: 
Aus (10 und 11) Y, — fıZı = 20, (sına + fıcose) , 


und durch Auflösung dieser vier abgeleiteten Gleichungen: 
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la(cos? + f, sin?) + n, cos P(sina +f, He )r, cos(@ + AP) V 
+ (sine +f, c0S«) IB, 2 Bam (f, — U, r, cosa@)2 0] 
a, (cos 3, Pi; sin, BI+n, cos} ’ (sine + f,cos«) ng @+P) 


V,= 


und wenn 7, den der gleichförmigen fortschreitenden Bewegung zugehörigen 
Werth vonK, bedeutet: 


[n,c0s(c0sP, +f, sin, )—n, 608%, (c0sd+f, sin?) +(f, — u, )r sin d—3,)]) 
+ B,(cos A, + f, sin? )— 20 (sin«+f, cos) |n, cos, + (F,— u,)r,sin?, | 


’ )9 


a, (cos, +f,sin/?,) + n,cos?, (sin« + f,c0sa@) — (f, — u, )r, c0s(@ +7, 


D, = P,+D- 


fı Vla, sin (#— #,)-+n,‚c0sßcos (@-+,)— n,605P, | c0os(@ + /,)-+f} P,C0s(e« + 9,) 
+20 Gnc+ cos«) [a,cos, +n, cos A, sin« — (f — 1, )r,c0s(e« + P,)] 


Rn a, (cos, 3, + fısin, 7,) + n, cos, 7, (sin + f C0S«) — (Jı — ee u,’ 


Vla, sin(? — #,) + n, cos ?cos(@ + ,) — n, 608 9, 608(@ + A)]-+ Bicos(« + P,) 
— 20, (sine + fı c0S «) (a, sin #, + n, 008%, c08S«) 
a, (c0S A, + fı Sin?) + n1C0S ?, (sin« + fi C0Se) — (f— u,)r, c0Ss(e + Pı) 


Zu, = 
womit nach (11) zugleich 2, = Z, + 20,cose . 
und nach (11 und 12) 20,.U, = (A— w)rnZı+fr.2Q0,c0s« 
entwickelt sınd. 

Und alle diese, den Gleichungen (F) nur näherungsweise genügenden, 
Ausdrücke werden genau, wenn man den Exponenten u, wie bei der rollenden 


Bewegung ($. 43) ergänzt, so dass hier 


YA, = 20Q,r,(sina + ficosa)cos(e + P). 


B, = fe j,lasin (?— A) + n,,‚cosPcos(a + 2) — n,cos B,cos(a + 3)| 
BD, ” 20, 2 . * . . 
+ fı.9], cos(et)+ y (sin «+ ficos a) a: cos A, + n, c0s2, sin« — fir, cos (e-+ 5,)|- 
1 a4 

A V * 
6, = TE la, sın (# — or + n,,cos # cos (« + A) — n, cos A, cos(« + A) | 

„BP: 2 
+, cos(e+P)— . FL (sig «+ fıcos«)(a,sın ?, + n, cos ß,cose) , 


gesetzt wird; und wenn man eben so für den Exponenten der Hinterräder das 
nach ($. 21) ergänzte «u setzt. 
Ss. 50. 


Soll die Auflösung der Gleichungen (F) zugleich die beschleunigte fort- 
schreitende Bewegung umfassen, so folgt 














1s1 9. v». Heim, zur Theorie der Bewegung der Räderfuhrwerke 


Aus (7u.10) + =Ä, cos d,— Kcos$?—(P,+ D— D))sna— P,Ä, 
\us(8u. 1) —Z=Ä, sın 3, — Ksin 3—(P,+#D—D,)cosa, 
Aus (9, 11 u.12) |, — (fi — u)rcosa|(PR,+ D—D,) 
—=G— (fm u)rısin?,.K,yt] n,cosdt(fi-a)rsin? |JAt(h,Pit2r, O,)A, 
wo G = b, Pı+r(sina+f,cosa)2Q,+(a,—atecosa)D — n,cosß},.KR, ıst, 
\us (1V0u.11) Y,—/fı/Z, = 20, (sınatfcos«+ A): 


woraus dann ferner 





la,(cos9,+f,sind,)—(‚fı— u, Jr, cos(e—/A,)]K, —[a,(cosA+fsind)+n,cosp(sin« +f,cose) 
\ — (fi —u,)rı eos(e+F)| A — (sinetf,cose)[C, +(a, — (fh —u,)r, c0se)2Q,] 
ur (a, — (fi —u,)r,cosae)(P,+29,)+(h,P,+2r, O,)Csinaetf,cose) 


(P +29 )10,—CF—u )r,sinA, K,+(n,cos$?+(f,—u,)r,sinA)K] 
+(h,P+2r,9,)| KR, (c0s9,+f,sind, )—K(cos?+f,sin9)—2 9, (sinetf,cose)| 


)»—=P )— ; oa A 
D=P+I la —(f—u,)r,cose|(P,+29,)+(h,Pı+2r,9,)(sina@+f,cose) 


L) 


f P,|C,cose@-a,sin?, A, t(a, sin? tn,cosFcose)K]if, (h,P rar, @ )IR,cos(et?,)-Keos(et/)] 
+20, |(a,60s3,-(-u,)r,608 (@+P,) | K,-(a,cos?-+n cosAsine—(f -u,)r,cos(e+P)] A 
y — (,sine+(sine+f,)cose)| (a —(f—u, )r,cose)P,+(h,P,+2r,9,)sine)] 
er la, —(A—u,)r, cose| (PR, +29,)+ (h,P,+2r,9,)(sine@+f,cose) 
(P,+29,)|C,cose—a,sind, K, + (a,sind-+n cosßcose)A]-+ (h,P,+2r,9 )[| K\cos(e+/,) 
— K.cos(e+P)— 209, c0se(sin«etf,cose)] 
1 - - . » 
uni. la, — (fi —u,)r,cosel(P, +29,)+(h,P,+2r,9,)(sin@+f,cos«) 


und nach (11 und 12) zugleich 


2N, = Z,+2(,cosa und 
20,1 = (A —- u)nZ +f, r,c05sa,20), 


selunden wird. 

In diesen, auf die beschleunigte fortschreitende Bewegung bezüglichen 
Ausdrücken ist für D der in ($. 22) entwickelte Ausdruck zu nehmen, die Krafı 
K aber mittels der Gleichung, welche die für das Hintergestell und das Vorder- 
oestell gefundenen beiden Ausdrücke von A geben, erst zu eliminiren. 


Diese Gleichung ıst nämlıch 


„"K—C 1,Aı -y R—L£,—(a,—atecose)D(sin« + f,cos«) 
€ , 


wenn bier zur Abkürzune 


oO 


statt (a— (f— u)rcosa)(P+20)+(AP-+2r0)(sına+/fcosa). 
£, (—(fi— u)rcosa) (P,+2Q)+(h,P,+2r,O,)sına+ /ıcosa), 
“ (sna+tfcosa)|BP+(a+r(sına + tucosa)|20), 
E sina+ficosa)|d,P,+ (a,+r(sina + «u, cosa)]2(,, 
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y statt a (cos$ + sin P) + ncos (sin a + fcosa) — (f— uu)rcos(a+ P), 

" » a,(cosß-+f, sin PI+ n,, cos A(sın & +f,cos a) — ( f, — 41,)r, cos (« +P) i 
mn» a(cosd,+fsinß,)+ n,c0Ss Pılsına +f, cosa) — (A — Au)r,cos(@-+5,) 

gesetzt und D in der Bedeutung wie in ($. 22) genommen wird, und es ergiebt 


sıch aus ıhr 


K &(7, K1-Z,)+81L-(a,-atecose)\(sinetf,cose)[a-b-( F-u)rcose+h(sine+feose) |P(P+20) 
auge en HE nyrla,-arecosa)(sin«+f,c0ose)|(ncosyH f-u)rsind)(Pr2Q9)-ChP+2rP)(cos>--fsin?) |’ 
folglich 

nK—-nS-niö — (a —a+t ecose)(sin« +f,cose)|[y P—bP(cos? + fsin?) 

+(sin« + fcose)(ncos# — r (cos? + usin 5))2 0] 
E87 +EsNn+la, —at ecosa)(sin«+f, cose)[(ncos?+ (ft wW)rsinA)(P +20) 
— (hP+2r0)(cos? +fsin?)] 

und für X =0, wie es sein soll, K, = F}, (8. 49). 


Auch können noch die Exponenten (1 und 4, durch allmählige Annähe- 


rung, 


Bezug auf das Hintergestell die Grössen X, B, & wie ın ($. 22) und in Bezug aul 


wie für rollende Bewegung (S. 44), genauer bestimmt werden; wozu in 


das Vordergestell, 
AU=2rr,O,|A,cos(a« + P,)— Kcos(a+ P)+ P,cosa(sına + f,cosa)], 


P, Y . > . - > 
Bf, y , [C,cosa — ay,sin d,.K + (a,sin ? + n,cos.cosa) RK | 


h,P,+?2r,0 
+f,' l u ıYyY1 


| (a,cosA,-Arcos(a+ 2, ))Rı-(a,cosfrr,„cosdsina-frcos(arp)| A 





[| K,cos(@ + 2) — Kcos(a + P)] 
20, 
A 

— C, sina+ (sin a +} cos a) |(&,— fır, cosa) P, +(h,P,+2r,O,)sina)], 


P +2, rr ; Gare i 
G— 1 a “. |C,cosa — A,5ın Pı- K, +(a, sın D -+n, cos d.cos«) RA] 
”. 


h,P,+2r,0, .. R K > 1 20 .c 
Y, . - [K,cos(a+P,)— cos(a + P)-(sına + /cosa)2 „it OSA | 


zu setzen sind. 
8, 51. 

Bei näherer Betrachtung der Ergebnisse der Auflösung der Gleichungen 
(F) bieten sich ähnliche Bemerkungen dar, wie die in ($$.23b1s26) in Bezug auf 
das zweirädrige Fuhrwerk, und die in (SS. 38 bis 40) ın Bezug auf das vierrädrige 
Fuhrwerk erster Art gemachten; und aus einer Zusammenstellung jener Ergeb- 
nisse mit denen der Gleichungen (B und D) zeigt sich von selbst, in wie weit 
die Bemerkungen der angeführten Paragraphen sich auf das vierrädrige Fuhr- 


werk zweiter Art beziehen lassen. 
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Es lässt sıch ferner, ganz auf gleiche Weise wie es in ($.46) für rollende 
Bewegung geschah, nachweisen, dass, wenn D, = 0 ıst, die Gleichungen der 
theilweise gleitenden Bewegung des vierrädrigen Fuhrwerks zweiter Art (F) auf 
die des vierrädrigen Fuhrwerks erster Art (D) zurückgehen; woraus dann zu- 
gleich erhellet, dass die in (SS. 46 und 47) weiter dargelegten Folgerungen eben- 


falls für gleitende Bewegung gültig sind. 


Mehrere hinter einander angehängte vierrädrige Fuhrwerke erster Art. 


Die Untersuchung wird sich auf die Beschleunigung der rollenden Bewe- 
sung, welche durch eine gegebene, die Fuhrwerke bewegende Kraft hervorge- 
bracht wird, und auf die zur gleichförmigen rollenden Bewegung erforderliche 
Zugkraft beschränken, und voraussetzen, bei jedem Fuhrwerke seien die Räder 
unter sich gleich und es habe der Rad-Effects-Exponent für beide Bäderpaare 
denselben Werth. 

Zunächst wird angenommen, zwei hinter einander folgende, von derselben 
Kraft A, bewegte vierrädrige Fuhrwerke erster Art seien so unter sich verbun- 
den, dass die Richtung der Kraft X, mit welcher der vordere Wagen den hin- 
tern nach sich zieht, mit der Bahnlinie den Winkel 3 bildet. A sei wie ın ($.27) 

l d’x 


=.'7e° und die Buchstaben ?, Q, u, 8, r, s sollen sich, in der (8.27 und 
g dt I 7 


30) festgesetzten Bedeutung, auf den nachfolgenden, die Zeichen mit Beistrich 
PO As $is Fi Si, In derselben Bedeutung, auf den vorausgehenden Wagen 
beziehen. 

Nach den Ergebnissen der dem vierrädrigen Fuhrwerke erster Art zuge- 


hörigen Gleichungen (C) ist für den hintern Wagen ($. 32): 


\ K(cecs$ + usind)— (P + 40)sin« — u Pcos« 
et $ 


P+4-0 





In Bezug auf den vordern VW agen hat man dagegen folgende Gleichungen : 


(1.) K;cosd, — Keoos$?—2h—2KR, — (P+40)(sina+ X) == 9, 
(2) K,sind, — Ksn?+2N+2N, — (P,+40Q,)cosa — 0), 


3.) n,cos?,. KR, — neosd.K+ c,P,+(ecosa — 2r,sina)20, — e.2M, 
— (1,P,+4sQ )A =VQ, 


u. S. W. 





9. v. Heim, zur Theorie der Bewegung der Räderfuhrwerke. 187 


wo n, cosß,.K, und ncosß.K die auf den Berührungspunet zwischen dem Hin- 
terrade des vordern Wagens und der Bahnlinie bezogenen Momente der Kräfte 

K, und K sind, und die Bedeutung der übrigen, nicht so eben angeführten, 
Buchstaben A, N etc., so wie auch die den zwei Systemen der beiden Ride 'rpaare 
angehörigen Gleichungen (4 bis 9), aus den Gleichungen (GC) von selbst sich er- 





ale. 
Man findet aus diesen Gleichungen des vorausgehenden Fuhrwerks: 
© he) 
x K,(cos?, + u,sinA,) — K(cos? + u,sin$) —(P, + 40,)sin« — u, P,cos« 


P,+4=0, 
2 


und da die beiden Ausdrücke von X für das vordere und das hintere Fuhrwerk 


einander gleich sein müssen, so ergiebt sich hieraus: 


f $ \.„ > j . . . f . s ’ ® ) x 
j (Pi, O)IK,(cos 5 %u,sin?,)-(P,+40Q, )sin@-u,P,cose]( Pr4, 0 )(P+40)sineru Peos«] 
C | 


(P+4 - 0) (cos + u sin?) + (P, + 120,) (08 + u sin?) 
l 





und sodann 


K, (05% + usin) (cos, + u, sin?,) — |(P+40)sin« + u Pcos«]| (cos 7 + «,Sin ) 
1 x I j | } 
— [(Pı +4 0,)sin« + u, P,cose](cosf + u sin?) 





/ $ . s \ . 
(P+ 4 0)(c0s 9 -+ u,sind) + (Pı + 4. 0,) (cos + usin?) 
ı 


woraus Weiter für X =0 oder für die sleichförmige rollende Bewegung der 


beiden Fuhrwerke, 


(P +40)sin«e + u, P,cose _ [(P+4P)sin« + u Pcos«] (c0s 9 + u, sin?) 


K, oder /, = =, ; 
’ cosA, + u;sin?, (cos, + u, Sin 3) (cos + usin?) 


lolgt. 

Befindet sich vor den beiden Fuhrwerken, in gleicher Verbindung mit 
ihnen, noch ein drittes von derselben Art, an welchem die bewegende Kraft A, 
angebracht ist, und auf welches die Zeichen mit doppeltem Beistrich P,, Q,, etc. 
sich beziehen, so hat man folgenden Ausdruck von X für das vordere Fuhrwerk, 





Y— K,(cosß ‚+ u, sind) — A, (cos }, + u, sind) — (P +40, )sin@ — u, P ‚cos « 
u 2 s 
P.+ E Q, 
zu setzen; wodurch dann für drei Fuhrwerke wieder Ä, und A, und für \ = 0 


ferner X,, oder 77, sich finden. 
Wenn bei zwei verbundenen Fuhrwerken u = 1,, und ß entweder gleich 
Null oder gleich 2, ist, so wird 


24* 
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"Re A,(cos?, + 1u8inA,)—(P+P, +40 +40,)sin«e — u,(P+ P,)cos« 


, 


P+-P,+ 1.0+420+4"0, 
N l ı 
und für A = P: 


4 (P+P, +49 +4Q,)sine+u,{P+ P,)cos« 


c08 9, + u, sin/, 

wie wenn ım vordern Fuhrwerk die ganze Last P+ P, vereinigt und die vier 
Näderpaare an ılım angebracht wären; und so ebenfalls bei einer grössern Zahl 
verbundener Fuhrwerke; vorausgesetzt nämlich, dass für alle der Exponent 
denselben Werth hat, und dass für die auf das vorausgehende folgenden Fuhr- 
werke der Winkel 3 entweder gleich Null, oder auch dem Winkel £, gleich ist, 


c 


unter welchem die Zugkraft am vordern Fuhrwerk wirkt. 


Schluss- Anmerkung zu dem Bisherigen. 

Die obige Lehre von den dynamischen Verhältnissen der Fuhrwerke be- 
ruht auf der Voraussetzung, dass die Bewegung auf einer Bahn von regelmässiger 
und gleichförmiger Beschäffenheit erfolge, auf welcher nur die Hindernisse der 
Reibung zwischen den Rädern und dem Boden und derjenigen zwischen den Achsen 
und ihren Lagern zu überwinden sind. Auf gewöhnlichen Strassen wird dagegen die 
Bewegung sehr häufıg noch durch andere Hindernisse erschwert, welche in vielen 
Fällen einen weit beträchtlicheren Widerstand verursachen, als der durch die ge- 
nannten Ursachen entstehende; nämlich durch grössere Unebenheiten des Bodens, 
durch das Einsinken der Räder in weichen Boden, vermehrtes Gewicht und Träg- 
heitsmoment der Räder durch auhängende Erde u. s. w. 

Sollten diese Widerstände in die Gleichungen der Bewegung aufgenommen 
werden, so müsste ebenfalls die Eigenthümlichkeit der rollenden, und die Unter- 
scheidung zwischen dieser und der gleitenden Bewegung zur Grundlage für die 
Bildung, die Entwickelung und den Gebrauch der Gleichungen dienen. Da es 
jedoch beinahe eben so unmöglich scheint, einigermassen sichere Werthe der 
Widerstände zu ermitteln, als die einem steten Wechsel unterworfenen Einwir- 
kungen derselben auf den Gang der Fuhrwerke mit hinreichender Genauigkeit in 
Iechnung zu bringen, so dürfte von einem Versuch, die genannten Hindernisse 
als wirkende Elemente der Bewegung zu behandeln, kaum irgend ein entsprechen- 
der Erfolg zu erwarten sein. Man wird sich darauf beschränken müssen, das sta- 
tische Gleichgewicht der Fuhrwerke unter gegebenen Umständen, mit Rücksicht 
auf jene weiteren Widerstände zu suchen; wie es verschiedentlich geschehen ist. 

( Die Fortsetzung folgt im nächsten Heft. ) 


ee 
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. 


Zur Theorie der elliptischen Functionen. 


(Von Herrn R. Arusemarck, Cand. der phil. zu Berlin.) 





Mbisenstein hat ım Jahre 1550 ın einer Vorlesung über elliptische Func- 
. . . . . ” . ’ Wx WE Wwx r 
tionen gezeigt, wie sich die Functionen sin am 7, cosam, Jam — durch die 


d 





trigonometrischen heihen 


2 Dr 
(1.) (2) = 2 (— 1)'E .e"”*, 
on 
; II (s+1) u 
(2.) (x) = 22(—1)e * sin (2s+1)x, 
0 
we=e ‚ı= a 1) gesetzt ist, ausdrücken lassen, insofern r eine positive 





reelle Grösse ist. Es lässt sich aber zeigen, dass dieses r auf eine ganz bestimmte 
Art von den beiden complementären elliptischen Quadranten abhangt; und 
ausserdem lässt sich leicht aus den Eigenschaften der Function :# beweisen, dass 
der Logarıthmus dieser Function das bestimmte Integral einer elliptischen Func- 
tion erster Gattung ist. Wenn man die Kisensteinsche Methode durch die hierzu 
dienende Betrachtung ergänzt, so ist man ım Stande, die gesammte Theorie der 
elliptischen Functionen ans den Eigenschaften der Function ;# abzuleiten; wie es 
aus dem Folgenden erhellen wird. 

Ehe ich aber hiermit beginne, wird es gut sein, mit wenigen Worten die 
Fundamental-Eigenschaften von 9 zu berühren. 

Wenn man zwei Reihen von der Form (1) mit einander multiplicirt und 


der Einfachheit wegen @ und y beide um 3 vermehrt, so erhält man: 


s=+2 l/=+2 . n | 
(3.) 3acH+ Lır) »(y + Im) — 2 u ——n 


—Dd Ic 
Das allgemeine Glied & +, 2670) ]isst sich, wenn man s = p+gt=p-4 


| setzt, wodurch +1? = 2(p?’+9?) wird, auch folgendermassen schreiben: 





Erd, Fra, und da s und Z, folglich auch s+? und s—t, alle ganzen 


1 


Zahlenwerthe von — 2 bis +& durchlaufen, so müssen p = }(s +1) und 
| Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XLVI. Heft 3. 25 
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7 = :(5s—f) in denjenigen Gliedern der Doppelsumme (3), in denen s und i 
gleichzeitig grade oder ungrade, wo also s+/ und s—1t stets orade sind, alle 
ganzen Zahlen von —& bis +%, in dem andern Theile dagegen alle Zahlen 
von der Form rn +3 durchlaufen: wo n der Reihe nach alle ganzen Zahlen von 
— 2 bis + vorstellt. Man kann also, wenn m und 2 zwei ganze Zahlen sind, 


die Gleichung (3) auch folgendermassen schreiben: 


Nnz— 2 mz—n “ 2 
f " fi ni I BER ’ ' ‚Un"+ m”) 2ni(X+Yy)-+2rmi(r—rY) 
IcHıIN)IsyHiITM)=r 5 € .e 
2 n—+»2 mz=+% 


o 
| ) 2 Ä 1\. 
2," ..,;%+ (m +2) \ e2(” + 2 )ica+r)+2(m +3 )i(e-r) 
c —E 2 


nz+2 m=+ 


+N x 
n — Do mnz=—a 
n—+% ri M_+2 ı 
—— E Br w— / >} er . er I) 
n — 2 MZzZ—& 
n—_+ 2 ' a M——+%2 . - 
— x gr + 2) errDiacH) x (+3) eFr+Dir-y) 
— . u .x E . 
n=—%2 m=—2 
Setzt man also: 
+% 
2 . 
 „2n In: e 
(4.) Zr. P#F re), 
—.nD 
so ıst: 
er WM... 
3 eır+2) gamıDie — Sy”, geint+lniz Ve.e” 
—& u 


— | E ÖE j 


und man hat, wegen (c<+y) + 1(@ — y) = 2ix, die Gleichung 
9.) HacH3m)ayHrT) = za+Y)la—y)re ce" (ar yHm)yc—y+ir). 


Setzt man ferner: 


4 . 
(6.) (a) = — ıVye.e" 4 + ir), 
so ıst: 
R_ +2 " u. a | 
(2) = — ıye.e" 2 (—I\.eE  — — ix (—1). g(+2) ‚e@+D ix 
.. w- 


_— i 3 1) el: + 3)" pe? +l)ix Bm (1). a’ 
1 


0 


oder, wenn man in der zweiten Reihe s+1 statt s schreibt: 


\e)= : 


Hr 


(2)= 1 >(— 1)‘. AG: 3)", +1) ix ( m. „(s+3)", ger l)ir | 
0 


(sl) _2O,-24Dirt , 
[ 5 


= 281y.. 


0 





Y | | 
% 
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welches genau die Reihe (2) ist. Man hat also, da in (1) der imaginäre Theil 


verschwindet: 


7 

=> 
N 

% 
De 


x(—1)". s".cos2s% s 
+2 
1.) = 28-1. Dsin2s+ 1). 
[H 
Hieraus folgt unmittelbar: 


H-a)=HR) ; Harm)=9a) ; Ha-a)= ua); 
8) ne - m) =—nla) 5; nlarn)=—nla) ; naar) = la); 
I(x+27)= 9x) ; „la+2r)= n(la) ; »W)=V : 3). 
Aus (1) folgt: 


_o» = 
1) Xc#I7r an y FR 1 y; rg geriet — N En 1 € ( +2) p? ia 
3 I > =(-1) 


Diese Reihe ändert sich nicht, wenn man s—l1 statt s schreibt. Dadurch 


wird der Exponent von & zu (s—1)(s+1) = (s®’—1), und man erhält: 
! RB’ 2;. 
(9.) Hartır)= — ne", Her). 


Auf dieselbe Art erhält man 


(10.) BOOEROFOOER. 


« 
© 


ee ’ (x) 


N . | _ N 
(11) „(acHlr)= 7.e"”.92%) ; Haerlıor)en.e”".n(a). 
Ve Ve 


Aus (9, 10 u. 11) folgt: 


N 


Ä R l 
n(dzr = (0) n (27) =0 - „ianr+ır) = nm); 

(12.) u. 
3Qır)=V ; Hn)=—7.M0); Iır+ir)=-,9Uur). 


Der Gleichung (5) kann man, wenn man 4 statt 7 schreibt, folgende 
Form geben: 
\ 


(2 +37 ,!r) I(y+Hir,v)=9% (aH YyHiT,T)HlR —y+ir,r) 
+ Very (a + y Hin Hr, )y@@—y tirHlir,r) 


1 Rn 1 EIER a 5 ; z 
oder wegen (11.), da elarram) Hirn) = girrir —__ ER ist ‚ die Form 
J (x +ir, ir) I(Yy +3T, 17) == u (x +y+iıtT, 7) W (x = yt4Xr,T) 


+n(a+ytir,r)nae—y+lır,r) 


25 
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oder endlich, wenn man #(z) statt #(z , 47) schreibt, w in 17 + x verwandelt 
und in der hierdurch erhaltenen Gleichung nachher x mit y vertauscht, die Form 
(13.) (x) (Y + Lır) = 9a +y)9 (x — y) N (x +y) (x — Y) 5 
(14) H(y)9klcH+Hım) =H(R Hy) —y)— na Hy)n(a—y). 


Lässt man hier « um ir wachsen, so erhält man: 
(15.) Hla)U$(y)= HatytıT)Iae—yHiT)—n (cHy+ıT)n(@a—y+ir); 
(16.) Kat) dyrm) = HKatyam)HKaytr) Ha tyrr)n (ke —ytar). 
Aus (13) (14) folgt, addendo und subtrahendo: 
(17) 29(2 + y)9(c —y)=Ilkk)Ily+Hin)+ Hy) O(c+ar); 
(15.) 2n(& +y)N (e—y) = Ix)Ol(y+im) — Oly)O(c+ir). 


\ 


Eben so aus (15, 16) 
(19.) 298 + y+imM)I4(c — ytım) =hlat3m)d(y+ar) +06l(a)0(y); 
(20.) Zn@+y +ım)ne —ytım)=Ilar3m)Iy tan) — Ila)dCy). 
Aus (13, 15, 16) folgt noch, wenn man @=y = setzt: 
(21) IO)AGr) = (0); (0) = HG) — Ar); Per) = HGEr)H Ar). 


Setzt man in (20) y=0 und multiplicirt die beiden so erhaltenen Glei- 


chungen mit einander, so ergiebt sich 
22.) Ay (c + ım)n"’ (a Hin) = Par) la Han) — N (0)6H lc). 

Eine andere Gruppe von Gleichungen erhält man, wenn man ın (13 und 
14) gleichzeitig & und y um !77 vermehrt; wodurch c-+-y um 377 wächst, 2 — y 


dagegen ungeändert bleibt. Dadurch wird: 


. ı E 
+04 y-3ır) un ee), (c-+y) 3 (e+y-+317) — Te aHy)g (c+Yy). 
Ve ve 
Andrerseits erhält man #(x) aus 9 (“), wenn man r in !r, also e inye ver- 
wandelt. Setzt man daher y(a) = „ (37), so geht die Gleichung 
ve’? 
#4 317) u 7 (2), 


wenn man überall in !r, also & in Ye verwandelt, in 


Died | 
HKxc+ 117) — Zu u ; (x) 
Ve’ 
über. Man erhält also aus (13): 
e Ir +lı) ai jet) | | ' 
— ———ylay Oh Hr) = na ty)sla—y)+ He H+Y)nle—y); 
y: ve i 
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oder, da e" —= — 7 ist und für (14) das Entsprechende gilt: 
(23) yla)yy +3) na ty)9a—y)+ Ha +y)n(l@—y); 
(24) yly)yataım) net y)s@—y)—- Ha Hy)na@—yY). 
Hieraus folgt, addendo und subtrahendo: 
(25.) 27(2+y)I$9(ce—-y)= 


yla)y(y+3arT)+y(ly)y(a+'m); 
(26) 29 (% -Y)nz—y)=y( 


Yr H mM yy)yleHim. 

Setzt man hierin y = (0), so erhält man, (da die Gleichungen (8) offenbar 
auch für die Functionen 6, gelten), wenn man noch nachher x um }r vermehrt: 
(27.) 2n()I (a) = ylar)y(a) ; 2n(a +Hin)I9(lca Hin) =ylim)ylaıe). 

Setzt man den hieraus sich ergebenden Werth y’Aar)y’(a+!m) von 
A (2 +!) 9° (a + im) ın (22), so hat man: 

0° € m) (c+ 1ır) — #?(0)6’ (x) = y’(im) y’ (+ 1 *), 
oder wenn man 7 in 2r verwandelt: 
(28.) H"Aar)9la +!) — 9(0)9° la) = lm) la + tm). 

Hieraus folgt für x = 0: 


aa) 90) 


FEN, als + en = 


1. 


Setzt man daher 


7 (5 T) 7 (0) j e 2 
(29.) Han) —|)% und Tr Vk, oıt A+k”=l. 


Es sei jetzt 


Il »(«) 
(1.) } 35 - or) ‚ 
EN ne +!) 
0 (.) rn 
’ Fa +57) i 
I.) Vin =IW) 


so folgt aus (28 und 29): 


Lea) = „e+ A) a 3° (0) Va+ 577) en (0) „WR 9°(0) 2 (x +17) 
| 3° (x) I? (3 1) 7° (r) Fr) IE) (37) 7° (x) 


are key (0) u 19 4 hy? (x) — ] — /2[1 Par 9? (x) ], oder: 


(iV.) fa) =Y1-FA— ya). 
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t k’ 
Verwandelt man x in e+!r, so folgt aus (II): YA FG AS, En 9 — f(c+! mr) 
i k ‚ . a v (8) Eo26 $ Ü bi I) _E rl (x) 
und aus (11) Y (HM) =— | (' -)- Ic +! I) | (; een I)“ —fte) ; s 
g 
endlich aus (I) ab (a +!) = rn, und man hat 
u a = kw(z) k’ 


(V.) b(x +35 7)= f(&)  P\ (#3 Ir)= f(#) ; — fat) = zo; 


Eben so folgt aus (I, (U, 111): 


I0)=0; 90) = | () =| ()-] (1) =1, edc. 


und man hat: 


Von =@ : g (0) =i ; f) —=]I 3 ()  — +(V + Tr) = 30); 
Kot ae ee ee 
(\ 1.) k uf a . PRERENE . — . 
Ied)=0 ; g))=-1; /M)=1l; 


( 
BREREN wer (Ar) =VU0 : fü). 
Verwandelt man nun x in c+!, so folgt aus (IV): 


- nn | I — (1: u fi. =) = Fl Fa (a )—Kk ra) + Fk? (&)] 





u I\f(a)+l° ı°(@)] ; mithin 1= f’(«) + kalt (x) 


oder Pr (x) = 1 — Aral" (x). Wenn man Dies mit (IV) vergleicht, so erhält 


VI) Pa)=1—-N’a) 5; Pal ui). 


Man kann also die drei Quotienten (1, (H, HI) durch den einen ıb(a) ausdrük- 
ken, und es genügt daher, die Natur des ı' zu erforschen. 

In (25) sind & und y zwei von einander unabhängige Veränderliche, und 
@=y ıst eine Function von beiden: also, wenn eine von ihnen constant wird, 
nur von der andern abhängig. Wird daher z. B. y constant, so geht d(@=*y) 


in 9x über. Wenn man nun (25) nach y differentirt, so erhält man 


Iy(2 +Y) IFHR—y)) 


Oy(y+ir) | 97) 
v(x) 77 +y(x+ır) dy — 2)9(2 —y) Oy +(xc+Y) oy » 
oder, dody = o(y+ ı T) = (a » y) =) (x Zus; y) ist! 


Ya HM) +YAaHMyYYN) = 298 ya) Nat) R—J)}. 


d 
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Oyla+Yy) . 9nle) o4lka—y) . O4) 
und In 


7 Ier! — In 
Setzt man hierin y = 0, so geht dc +9) d2 Teper 3% 


über und man hat: 
Yy (a)y’ (ar) + yO)yla + Te) = 219 (x) (x) — Hz) I (a)\. 

Nun ist p (x) eine Reihe, deren sämmtliche Glieder mit Sinus ungrader 
Multipla von x multiplicırt sind: es haben also sämmtliche Glieder von ‘(x) 
Cosinus ungrader Multipla von & zu Factoren; mithin ist p (37) = 0, dagegen 
‘(0) von Null verschieden. Auf dieselbe Art zeigt sich die Kuchtigkeit der 
Gleichungen 

(30.) y' Gr) =d ; (Gm —=R yet; im =0 ; etc. 
Die letzte Gleichung reducirt sich dadurch auf 
: 4‘ fi . a 
31) Od ya + 4m) = ar) re. 
was man auch folgendermaassen schreiben kann: 


| u EN 
y(O)y(a +ır) = 29 ( a)‘ . 
Wegen (27) ist aber: 

2n(C Han) Ic + 37) 
y(e-+ım) nn (67) ı 
folglich hat man: 


ol 7(2)) = 1 x (0) ı/fk k (+37) Vk Fl +37) 
dxlyk 9@)) ni Vk ya) | (7) (;) Ila)  Yh la) ° 
d. h. wegen (I, I, 111): 
i 1 (0) | 
vn) Ar) say). 
Setzt man also ab(x) = e, so hat man, wegen (VI): 


Oo [i (0) 
Ox X „(im)! 


1 —)ya— RR), 


woraus sich durch Integration, da gleichzeitige = 0, » = 0 ist, 
CyE (X) 
ya) I AI | 9a) 
== 0 Jam 70, ee) 


ergiebt. Setzt man hierin & = }, so wird e = 1 und man hat, wenn man noch 


. * 
P3 | einen ZU = In + ] in: Ov TEE TE 
(IX.) eo) va Bu oe) y(l— k?v?) — 290 4 /viı- 2) A— 17%) = 5w 


0 


setzt: 
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ky(r) EEE IRE 
also 70) —» folglich ıst: 


ER 
de 


(a) x 


. we ” COLE Zn 
I) = 7S VizwoLvi- Re] 


Aus der Gleichung x’ (x) + y*(a) folgt, dass man ıb(x) = sin® setzen 


darf: wo # eine noch zu bestimmende Function von x st. 


(VI): 
In 
ın 
IX 
2 
folglich : 
77 ID 
) 5 
Bezeichnet 


9 (z) f(x) = c0s9. 5. 


XL e 
= 


Dann hat man, wegen 


Of i i 
‚ woraus sıch ergiebt: 


> cosV.9N 39 
y(—sin?0).y(l—A?sin0)  y(1—k?sin?0) ’ 


O9 


yv(t— k* sin?o) ’ wo (ar) — sın® ıst. 


BE 2 
man das Integral _ mit F(P) und die umgekehrte Function 


von mit Y, so ıt = x( =). Jacobi bezeichnet X durch die Anfangs- 
Iw 7 


buchstaben des Wortes: „amplitudo , indem 9 die obere Grenze (Amplitude), 


eines Integrals ıst, 


Nach ıhm ist # = am 


Wr a WE | 
‚ mithin ab(a) = sin# sin am . 
7 7 


FD 
— 


und die Gleichungen (I, II, I) geben 


wx I n() DE k y(@-+1n) 
(X. sinam _ a | 0821 a | en 
(X.) 7 k Fa)’ (XI cosam 7 ). I&) 
ID x (cr +!n) 
X fIam — u a, 
aM.) 7 (2) 


| | ww | 
wo ‚Jam u die Wurzel | (1 — /;* sin? am —) bezeichnet. Aus (#) folgt noch: 


102 
ÖÜ am 


7 DxE 


— 


AL, = 


Or 


(XII) 


UK nDx 
am ei oder, wenn man = u selzt: 
Oamüu 
= Jamu, 
OU 


woraus sich Folgendes ergiebt: 


' Osınamı 


OU 


(XIV) | 


Ocosamy 


—= cosamudamu ; — — sınamudamu; 


OU 


OJamu ae; 
- - — /"sinam v.cosamu. 


OU 
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[24 
Setzt man nun allgemein / Sk)» = Fa), wo f(e) eine Function be- 
0 


zeichnet, die sich nicht ändert, wenn e in —e verwandelt wird, so hat man: 


F(— ua) ff Ce) ) or =—/ Io )e=—F(u). 


0 
1 


Hieraus zeigt sich, dass auch, wenn fe) = IA-AM)AL—-Ke)} "ist, Fl— x) 


. . N rn IR Y 
— — F(a) sein ınuss. Setzt man daher « = xy), so erhält man: Fa) = 
also F-a)=—Fa)=— =; oder, wenn ® die umgekehrte Function von 
u. _% . : wy ma) 
Fit: -a=® 2). Es ıst aber « = sinam nn mithin ist — sinam — ‘D 
_wy wy) i wy 
= ® == sın] am Pit ausserdem ist p(u) —= sinamu, also o(-" >) 


Dy j r wy En wy) 
sin am ( =) ‚ mithin ıst sinam (- = sın;—am —\ , folelich: 
Pu st \ ww)’ oO 


(XV.) am(—u) = —amu. 
Zur Bestimmung der Constanten (0), (Gr), „(!m) differentiire man 
die Gleichungen (27) und setze nachher «= 0, Dies giebt 
yar)y (0) = 29(0),’(0). 
Setzt man darauf in der ersten der Gleichungen (27) selbst, x = !r, so erhält man 





y’ ir) == 9 (Ir) (im), 
und dividirt man hierdurch die vorige Gleichung, so wird 
(0) _ 90)’(0) 


var) (in) dia) i 
Dividirt man endlich diese Gleichung durch die erste der Formeln (21), so wird 
70) EEE. ;. .. AEHBE 
(32.) KW) ;ArN) IO)IAETDTET) ' 


Nun sind „, # dieselben Functionen von &, wie p, # von &. Bezeichnet 
man also den Quotienten (32) links mit /(e), so erhält man aus (32): K&)=f (2), 
und setzt man hierin 2 statt : f(#) = f(&), also f() = f(&); u.s.w. Allge- 
mein muss also, für jede noch so grosse Zahl n, 
J)=fl®) 
sein. Nun ist aber z= e”', wor positiv und reell ist: also ist z ein positiver 


echter Bruch, und es nähert sich demnach, wenn man rn ins Unendliche wachsen 


lässt, 2” sehr stark der Null und es ist: 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XLVI. Heft 3. >26 
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fd) =. 


\us (7) folgt nun: 


ie 
j 1 . ı . 
n(x) = 2.Ye.sınz —2.Ve.sın3xc + ..... 
£ 4 3 u 
y()= 2.Ve.cos& — 2.3.2)! cosd3rc + ..... 
Ha)= 1—2:.c0s2x + 2:'cosdx — ..... ,‚ also 
: 9 25 re 
"W)=2)Ve—IE +9. — Be 13H — Bi, | 
. 9 25 8 
„ar)= 2} ete!+e.'+..... \=2):) +++ REN | 
3 0)=1— 2: + 2° — 2° +..... ; »Gm)=l+r2: +2. +2. + ..... 
mithin: 
4 
| 7’(0) _ Well—38 + .....| 1 
IT H0HaRnA) rer +.) I-2e+ NE I1+2e+.....! 
zu 1-3. +5. — TE’... 
” Here t..... Nl—2e2+..... ı1+2:2+ BE ' 


Lässt man hierin e der Null sich nähern, so ergiebt sich f(0) = 1. Wiır sahen 
aber, dass für jedes beliebige & : (0) = fe) ist; folglich hat f(e) den constanten 
Werth 1 und es folgt aus (32): 

(0) 
(ar) 


Hiernach ergiebt sich aus (21), wenn man für #(0).0(}x) seinen Werth 
3 (0) setzt: 


YO) 


(33.) =3(0).947) 5; zam = IO-IGr). 


y’(0) ’ ar ME y (0) WD 
LE une Ds ur ZEN 5 
er Fi ae (0) , mithin zn (17) = -. 


und man erhält: 


3) sam=V? ; sO)=VA) ; »uanm=VG). 


Durch diese Ausdrücke reduciren sich die Gleichungen (12) auf: 


i kw 2 1 /fkw 
\nG:7) — | j : n(17 —=0 ; (ar t 17) — 7 | ( -) 5 
u } - | & T ” © ST 
(39 ) \ 
| fi l ı//kw I ı/w 
€ f - ni . ‘ -_ — - 0 - — . [4 - — . i 
| 1} (3 Ir) — 0 - ıJf 12 ) us & | rt ) b) Y (2 TT } 2?) ) —— & \ t' 


Setzt man jetzt 





TE ERIFEEENG 
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x 1 wi . Ba; 
sınam —— cosam — J Jam — E. —+- sın am J cosam e . /am 4 
F / ® ‚ Yi/ T 1 T 77 ö 7 
(v,Y) = hr Or. my ı 
1 — A? sin? am sin’am — ' 


7U L 


so hat man, wegen (X, XI, X): 


kin), "y3m). y+1!n) n(y) ‚n@+ 7) Se-+-in)) 
kt) +(Yy) j 


y) 3(y) 3(y) 92) ) 


F(x,y) — 





n?(®) n°(y) 
Ir) 9(y) 
pr K (a) ka) y HI YET) HI) ne Fin) le +17) 
— l- (a) y)* ee n"(r) (9) 
Hierin ist, wegen (27): 


N (x) Yı (x) m ıy(} m)y(x) . 
ıyy)=erEmyO): 


„ytam)IslyHiT)=iyißm)y(y+irm), 





„at HIT) =epmorT)yatım: 
also ist der Ausdruck ım Zähler von F'(x, y) gleich 
WEIL HM FYG)YR HM), 
und Dies ist, wegen (25), gleich 


(N.) 


2 


Wir) cHy)s(e—y). 


Für den Nenner folet, wenn man Y = setzt, aus (17, 18): 


(3.) 29°C) = PGam)dla) +9(0)0(& + 1m); 

23°(y) =IQaT)I(y) + IO)Ily + im); 

(n.) 27°(@) = HUm)9ka) + 9(0)Ka + 1m); 

2(y) = IGmIy) — PAY + 1m). 

Hieraus folgt, multiplicando: 

190) 90) = PATE) + PO) IE +1m)0y Hm) 
+00, Gr) IE +7) + IK) lyHm)) 

1a) = PGO) + RE + my + m) 
00) 9) OH) x +17) + 9a)0y + Im)! 


.,. 


mithin ıst: 


AIG) - IT] = 200 IHAm [Ay HE Hm) + Ny)9 a + 1m]. 
26* 
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Der Ausdruck rechts ist, wegen, (17), gleich 400) HA m) s(c+y)4(c—y); 
folglich ist der Nenner von F(x,y), wenn man noch erwägt, dass wegen (21) 


(0) A(ır) = 9°(0) ist: 
(36) H(a)H(y) — la) y) EN) IH yY)He—yY). 
Aus (N.) und (36) folst: 


k „2 ;T) ne +y)I(e2—y) k GMIGET. (at y) 


4 


Fay)=7 2») gr + y)U(c — 4) = FW) Katy)’ 


K nGar)$Gr) 3°(0) di ws 7) Ian) _ r 
oder, da 90) Hl) Pla) 0) — nAn) pr 
fi 1 »(ce+y) 
F(x,y) — —.. I — sin am (© + y). 


yVk Hac+y) 


Man hat also: 


(u ımı I wi zT wc 


i £ y y SR y 
sin am cos am — Jam —- + sin am cos am — Jam — 
T T rı I I 7T 


37.) sinm_ („+y)= Buy 


1 — A?sin? am —- sin’am — 
IT T 





Dividirt man (36) durch 9°(x).#”(y), so erhält man 


Ia+N)da-y)_ 1 \ (a) mW) 
3° (2).0?(y) OO INITI2lE) 9 a) : 
| (x) wy (%) ’ wy (7) 
olic ; - — VY%k.sınam- ; — = Vk.sınam F = j 
folglich, da Fa) y/ - Iy) V/ = und 4(0) | a 
: et+y.(e—y) z 2 WI 2 wy! 
38, Y— un. sin? am 
(38.) I2(2).0°(y) k'w a A’. sin’ am st n) 


Setzt man in (36) © + !77r statt @, so erhält man 
39) EN -FRN) FEN Et Nna—y): 


oder 
„(caty)(e—y) Bei; Wr wy) 
(40.) $ ; I ai  — — .!sin?am — sintam I! . 
\ 3 (2).0” (y) kw | st 7) 


Aus (38 und 40) folgt, dividendo: 


ırız wı 
sın? am — — sin?am - 
T I 


(41.) sinam | — (« + Y) sin am — (@ u Y) - . WE . 0 y 
1 — /k* sin®am sin?am — 
7 y/ 





Aus der Formel (37) könnte man vermöge der Gleichungen 


h) ” « 7 7 . 
cos®am = 1— sin’am und Sam = 1 — A’sin’am, 
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leicht den Werth von cosam (u+ ) und A?am (u-+e) ableiten. Da aber die hier- 
zu nöthige Rechnung weitläuftig und nicht elegant ist, wird es besser sein, auch 
diese Formeln «irect abzuleiten; was sıch auf eine einfache Weise vermöge der 
obigen Formeln thun lässt. Zunächst erhält man, wenn man zwei Gleichungen 
von der Form (28) mit einander multiplicirt: 
eat) = Hm) lm) + m)490)9la)r$) 
BE, (0) 9? (ır)|9? (a) $2 (A-+im) . ‚y? (“+ Lır) y2 (>)] 
= 9417) 9 (a+ 1m) 2(B+ 17) 2920) m) 3) HD) 34m (+) 
+ (0) 9° (a) 7? (3) — ,/? (0) I? (4 7) | 4? (a) 7? (3 + h Tr) 


+29) (8417) (9) 90417) + («+ 1m) 
oder: 


2) mar im Hin) = [ma + im) + m) 

+ 3°(0)3 (a) #(P)] — #0) Gr) [3 (a) Hd + m) 
+ HB) 9(a+ım)]. 

Aus den Formeln (35) (#).(n) folgt nun: 

3) Hy) = IV [IGT) 9a) +90) (+7) LPG IY)+INIy+HrT) |, 

und hieraus, durch Verwandlung von x, y resp. n@ +37, ytzr: 

Hatım)3yHam)=ı)[0GT) Kar m)+0)IR) VAT GH HKO) Ay). 

Das Product beider Ausdrücke ist: 

NFC) YET III HH NICH) |} 

x] PARKEN yHT) FROH) )+HNIAamII KyHm)+Hy)da+ır)]| 


1] [9'(47) +00) |O (a) (y)9(z + ım)d(y-Hım) 
RL IER AT LIEAL ICE EEE LIED LIE Z 22.0) 
+90) ar) [ER y) + Pa+m) PR (yHım)) 
+9 (0) 9 am) [O) + GP A) IHM) Hy) ICH 1m] 
x [I y) + Ha +ım)(y +im)]\; 


oder, wenn man der Reihe nach die Formeln (15 u. 16; 17, 15 u. 16; 13 u. 14; 


15 u. 16) berücksichtigt: 











202 10, Arusemarck, zur Theorie der elliptischen Functionen. 


ya) +9 LEHE IHN RE Hmm] 
+20) ar) y)9 RE —y) 
+2 ()HAar) [Ik yHıT)9 a —yHhT) tn (a+y Hin)? (c—y+ir)] 
+49 (0) GP) + FPGA] HH Ya Y)IaCH+y +) Ha —yHR) 


= il [9 (0) + ln 9° (a +Yy+!ı)9a— v+ ir) 
— (0) — # Ga) a+y+!t2) (a —y +7) + 200) Ham) CcH+y) 9°(c—yY) 
+29 (0) (7) [0O) + Pa) Y) la —y)H la tyHta)I(2 —y +I7)\ 
Wegen (21) ıst aber HA) +H#(0) = 29(17), 
#(tr)— O0) = — 27 (in) und 29(0) (17) = 29°’(0), 
folglich ist unser Ausdruck: 
= IN IF AM) Pa H+yHımM)HE—ytımT)+49(0) 9’ Y)9 (ac —Y) 
+SsF AT FON) Harry HtıT)I9@—yHtım)IsacHy)Is(@—yY) 
— 4 Gr)" ty Hin —y+ıT)| 
— !V/ RAM) IcHYy+!T) I — y+!mT)+29(0N)Ila + y)9l — y)[ 
a) y Hm) y+ im). 
Setzt man aber in (2)a=xc+y,P=x=—y, so ist: 
4n' (ı rc) "(ac + yv+ Im) (a —y-+In) 
— [29 7) H(c + y +7) ya —y+ir) +20) (a Hy) IHR —y)T 
— 40) HF Y) Hay Hi) +IHa—y Hat y+ Im)]” i 


mithin ıst: 


(43.) 23 (x) + (y) Wa (x + L r) + (y + : ) 
— (WM) GArT)|H (a Hy) —ytrın)+ Ha —y)Ylary+!im]. 


Vergrössert man hier © und 4 je um }r, so erhält man, wegen (10) u. (9): 


H(ac+lı7) 9 (y+Llır)a(a+lr+lir)9(y+lr+lir) 


au - pe +y)-4 (96) N (y) N (c+3mM)} (y+tır)= sn la)n(ky); at) yHin)ete nr, 


Die Seite rechts giebt 


._IWVIAR) aan. une BE Sn . 
‚ .[e I(cHYy)9(a y+Ir)+e FIX Yyr(lcH-Y +!m)] 


1. ae 
= |dac+y)d (v—-y+!r)—- 4x — yv‚lc+ Y+ im)] ER 3 


man hat also: 
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(44.) 2n(a)n(y)r(c+tm)u(y+ie) 


= 9(0) 4m) [o(@+ 9 @-r+7) - Ha-y)al@+y+im)l. 
Setzt man nun 








nm ey u; wer, wy wx wy 
Jam Aam — — ft sınam — sınam -c05am cosam 
PL T Tr T I T 
F(x,y) = 
=, } I? sin? u. wu 
— nA BER Au "sın“am 
1 PL 


so Ist 


IE) IWV)IlEr HEN) IYy HIT) nn y)nletHir)n(y+! 1) 


I (x,Y) = K‘. F?(r) F(y) —ı? (z)7?(y) 


mithin, wegen (43, 44 und 36): 
F Jr FW) GT) Ur YyHim)dlr—y) 14 I(2 +y+ I7) 
. ( .; ) ihn 3” (0) Sc +yY)öle—y) re Harry) 
' w 
oder: F(a@,y)=Aam_ (®-+y). 
Man hat also: 


j Wr wy ai, wre. wy WE “s 
A am — Aam— — A” sinam —sinam — cosam —cosam r 
1 1 T 


(45) dam, (@ + y) = —— 





| Kain? DE, _ wy 
— AK sın am —sin’am— 
2 7 


Endlich folgt noch aus (28): 


46) HMI + mr) 


ps | $° (0 ‚4 (a) u (5) - N" (1 r) (a + 2 Tr) u(D+ 3 T) [ 





+07) 9°(0) [9 (a) + 4m) F HB) (a + m] 
und aus (35) (9), (7): 
(a H+ım)n(y+ıT) =) dır)dk(a + 4m) — I(0)0&)] 
x) kam) (y + im) — (0) (y)] 
Ha) y) = VPE) +9 a + TIERE) HI) Iy HT]. 


Das Product dieser beiden Ausdrücke ıst: 
VER Gr) OR + m) Oly Hm) + PO) OR)ACy) — KO) AT)[OLR)ACy + a7) 
+I(y)dlkz +17). V Pam) IR) I) HIV) IE HIT) ly + 1) 


+9(090(G )[4 (a) O(y-+ır)+N (y)Y(c-+-!m) I} 
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= ;V, lH am)+09' 0) Joa) (y)Okc HT) O(y+4m 
— (0) PM) [I HCH + 17) + 9y) dla + 1m] 
— 20) Gar) ar) Ay Hm) HI) Y)) 
+90) 9a m)|P Gr) — 90) [a9 ly Hm) + Ily)Hlkc+Hım)] 
x|d (a + im)dly Hm) (x) (y) |! 


= Near) + NO) La +y FIIR yHrT) nat yHr)a a yHr)) 
— 20V) ar) HE HY) IE —Y) +2INIAT| Ha H+YHr)IH a —yHım) 
+ +yH3T)n(@ —y+ir)] 
+ 49 (0,9 Gm) [PA m) (0) 9 c+y) 4 (a y) n(aty+imna—y tim) 
— 1VR Gm) + OP IE H+y Hm) Ha — yHmD)—[Plm)— ROT 
x (a ty H3m)aa —ytam) 2 WINE) + Ya — yY) 
+ 4907) FE) — 0) JH + Ya — Ynkaty Hama —yHrm)) 


—= 11V HART) Pc Hy HI HT) Anand (a ty Hin)n" (2 —y-HR) 
10T NH ENT HRN Ey HmIEHN IN) 


VAR) HrYy Hin) —y-Him) 
— 2 EMnatyHimM)yke —yt er) — 29(0)9(c+Y)9 (—y)]'! 


Aus (46) folgt aber, wenn mna=x+y,? = x —y setzt: 


AFFE) HyHrT) (2 —y+!ir) 
= 2’ OM)y(cHy+ ya —yHtar) — 290) dla + y)Hle— Y)] 


+4,?’(Im) DRICIEZ EZ: Y)na—y-+ir)+9 (x — Y) (+ y+iı r)]; 


> 
- 


also ıst: 


(47) 29(2)I(y)n(c+im)n(y+ırT) 


= „am) 90) (a Hy) a y tim) + Ylnlcty+ım)] 
Vergrössert man hier x und y um 4 z, so hat man auch: 


(45.) 27(@)n (ya +4m)aly +37) 


= 1) Ma + N) y@ 941) -9@— Ynl@+Yy+ta)l. 
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Setzt man also 


Ir my ur i ıwy ıtc.r m 

cosam —cosam — sınam 7 sınam I am 1 am 

. 1 7 1 T T I 
/ (a ’ Yy ) | wr my ’ 


“ a . 9 
| nie / sıu-am- sın-am 
T I 





woraus 


Konad) nny) Pr +) Ily + 1m) 
I(a,y)= k EI Ya? le)n(y) h 


folgt, so hat man, wegen (47, 48 und 36): 


rm k’ nl + y+3mM)Ulr—Y) () nz +Yy+3%7) 
Fa,y) = NM). Na y) = /(})- gr 


ıD 
— cosam (x +Y); also 


wur ıcy - UT _ cy ur ı7y 
cosam cosam — — sınam sınam —— .« I am , 1 am 
T TI I pj/ T 


ID I 
(49.) cos am _ (c+y) = u u ö 


‘ [ 
1. £° sin); in 2; 
 sın-am sın-am° 
L I 





Alle bisher erörterten Eigenschaften der Functionen 9, „, sind von 
der individuellen Beschaffenheit des r unabhängig, und setzen nur voraus, dass 
r positiv und reell sei. Nur die Grössenwerthe von w, w‘, k, k* hangen von r ab, 
und es erleiden also, wenn r einen andern Werth bekommt, zwar die Natur der 
Abhängigkeit des 9, „ von eine Aenderung, keineswegs aber die, nur aus der 
Form dieser Reihen entnommenen Gleichungen. Umgekekehrt wird daher auch 
> eine Function von w, % sein; und die nächste Aufgabe ist, die Natur dieser 
Function zu erforschen. 

Bekanntlich haben die trigonometrischen Functionen eine reelle Periode, 
und zwar einzig und alleın ın Bezug auf den Modul 27; mithin haben auch die 
Functionen #(.), (x) eine reelle Periode, nur ın Bezug auf 2r. Hieraus lolot 
vermöge der Gleichungen (X, XI, XID), dass für eine beliebige ganze Zahl zn, 


vr 


wrT WE 
cosam +2rmw) = cosam — : 
T gt \ 


. ur 
sinam > ') — sinan 
i ( e- + Zrnu am “ 
TER R vr 
Jam( +2nı) — Aam 
R 7 
ist und dass also die drei elliptischen Functionen sin amı, cosamu, Aamwu nur ın 
Bezug auf den Modul 2 eine reelle Periode haben können, so lange sie sich 
auf den elliptischen Modul k beziehen. Diese Periodicität ıst aber von dem 
speciellen Werthe des r ganz unabhängige. Bezeichnet man daher durch ’ den 
oO >. 
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Werth, welchen r annımmt, wenn man k ın k‘, also ® ın w‘ verwandelt, so folgt, 


dass die einzige reelle Periode, welche die genannten drei Functionen für den 


elliptischen Modul 4‘ haben, auf den Modul 2 sich bezieht: d. h. das gleichzeı- 
tige Bestehen der drei Gleichungen 
(v.) sinam(t-+ 0,4) = sinam (ink) ;  cosam(u + 0,4) = cosam(u,k‘) ; 
Jam(u + 0,%‘) = Aam(u, k‘) 
ist nur möglich, wenn e die Form #2 ma“ hat. Der specielle Werth des « ıst 
hierbei gleichgültig. Setzt man daher z = 0, wodurch 
sinamz=V „ cosamu = Jamu —=] 
wird, so kann man die erwähnte Eigenschaft auch so aussprechen: 
Das gleichzeitige Bestehen der drei Gleichungen: 
(w.) sinam(frk)=0 , cosamlr,k)=1 ; Amle/)=]1 
st nur möglich, wenn ve die Form E2mw hat. 


Setzt man nun ın (9) & +17 statt x, so ergiebt sich: 





e n. 1 —2ir-+?2 . l — ir | Bsize 
a+2ır) = — et 9(c#$ir = u wr — — $(x) j 
( < ui 
Das Entsprechende gilt von (10), und es ist: 
[ f > ’ l —jır f 
3at2ı)=ae 9a); 
1 x 


| 


(x +-!r+2ır) 


(50.) { 


se act); 


l 


. I —4L7 
„(© + 2rr) „se (x) : 


—4ıı 


. 1 | 
„+37 + 217) = .e (vo -+!n). 


Hieraus folet, wenn man in (X, XI, XI) x um 277 vergrössert, dass in dem 
rechts befindlichen Quotienten Zähler und Nenner einen gemeinschaftlichen Fac- 


tor erhalten, sonst aber ungeändert bleiben. Man hat folglich: 


‚ vx 2iwr ’ mx wc 2iwr 0X 
sin am ( er‘ - k) — sın am(‘ J4 :  cosam + —, k) — cosamf —,/k} ; 
7 ws, st T st st 


wa rWT wa 
Aam ( + ‚k)= ram( ‚k), 
7 7 rt 


mithin für & = 0: 


wir .\ Iwirt 2wirt 
(r.) sin am ( ) —( : cosam ( ‚k) — | : Jam (- =,k) —|1. 
u’ sc ) sc 
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Setzt man nun 
(.) snd=ıtang® , 
so wird 


00 OD io® 
v(l — A*sin?D) T Y(cos’D + k*sin?Dd) 7 Yıl — k*sin?@p) ® 


mithin: 


*) AV, 5 AXL 
’ vl /,* sin? u) en. ] (1 — k’?sin? D) 
0 e 


“lb 27 
Iso d = | = 
Mr. j . 
ZEeIC nan also das Inteora ae u; ee 7 ram 
bezeichnet r 5 Integ V(L— K?sin?D) | VA— k®sin? 0) 
2 | 


0 0 


= ru, also = am(u, 4‘); 9 = am(/uw, k) und man hat wegen (7): 


(51.) sin am (712, k) = ttangam (u, k‘). 
Hieraus folgt cosam(/u, ik) = Y[I+tang?am (u, A) = - 
1erTali: n cos am ,.Fı — | A = am , t ee cosam (%. AN . 


yIl-— k?sin?am (u, l")] 
)— + /?tano?am N) — alsn 
Jam (} u, k) ie (1 fi lang am (14, 4 )| cos am (u, K) ‚ also: 


l l am (u, k”) 
ED) Br . us _ £ 1 /; nen m 
(52.) cosam (/u, k) en Tam(iu, %k) a 


Vermöge dieser Formeln folgt aus (7) 


1 PATE; wor 
mem : 14 .. » on — 
== ] : ;tangam( z „RK ) = @ : ram ( . 1‘) —ı 


2) 
ZwT N 
cosami 1, l: ) 
T 
oder: 


Int Per 2wr 
cosam| ——, 7“) —=]:: sin am ( : ) =06 : dam a’ ‘) u ]: 
A. ' 7 E 


J 


. . 2wr . on - 
folglich kann ’ F - Sur die Form 2mw haben, d. h. es muss 7 — nm u sein. 


Weiter unten wird sıch zeigen, dass m =] seın muss. 


Aus (37) folgt nun 


2 sinam Weosam ®.Jam® 
sın am (u ” ) + sin am (4 —r) = 1 — /* sin? am % sin” am ® 


2 sinam® cos amüu Jam U 
sinam(uUt) 0 — sinam|U — 0) = 20:02 w 
In: ( d ) ( sın am ( ) 1 — )* sin’ amusin?am® ’ 


mithin, multiplicando: 
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.Q R m 2 t sin am®ücosam®. / am V,sinamücosamWü.: Iam u 
sin am (12. +0) — sin’am (u—e) = 


oz . 2 2 
(1— A? sin’ amusin?am®) 


e ( sin? am&% ) 
t - BE: 4 2 Tu ar 
OU l — k"sın’amüsın’amWü 


(il — k?sin2am® sin? am%) od sin’am% + / ? siu am ”sın amd% Ösin? amu 


Hierin ıst: 


(1 — A? sin’ amvsin’amu)’-O u 
Ö sin? amu 


(1 — A? sin” am dsin? ama)? Ou 


’ 


also hat man; 





0 \ 2 ) DR . j Ö sin- am U ) 
sıntam (12 + «)— sın'am UF) = zsınam Fr cosame Jame — 
; ( 4 \ ö OU ! 1 — k? sin’ amd siu? am% ’ 
wx 10 j rn . 
folglich, wenn mane= 7, u= selzt und beide Seitennach «a, von O bis 
yv ınteerirt: 
’ 10a cr WE , I0y 
n ) N an 2 sinam cosam — Jam— sin’am — 
ED ee ... a e ) 7 I zT sc 
(93.) - ff sin’am — (© +) — sin’ am (®—a)) 0a = DE ! 
Ba ” a 1 — k? sin? am - sin? am!CY 
. T 
Setzt man nun 
af 
ı (x) . 
Rn )_>, 
54. } 4 w— u A . 
( ) ıJ (x) \ 
so hat man: 
(F(x)) 


z 
(55.) lo =-/ K)da ; I d=—ii) 5; mW =0, 
0 


ır\- 
Oo 19 (0)) 


mithin ıst: 





\Ylac+y)] u Ya —ı . | 
lo I = / (a)I a : log m 2) Rn | 
0 


(Y 
of ; J 
I 0) N ) 30) 1 TI 
/' 92 ı ‘ ’ 
\./ (x) ) > / A \V(y)] / = 
y - se Ze (a) a r loo aa = 2 Sl Jo 
log 19? (0)\ 72190) DA a)0 a 
folelıch:: 
HKEHYN)IRE—Y)) : u ur, 
loo a ; 42 _ loe 90) + / -la)dar / (a) a 
Or PD N J J 
y: / f(a)d9a—2 / e)de 
“9 ‘ 
oder, wecen (39): 
IT) 2”—ı T V 
/ (e)0« +/ da —2.[ ()da—2.f (e)I « 
\ 0 0 u 


' i We „ wy 
— loo | 1 — k"sin’am — sin’ am ; 
7 7 
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Wenn man Dies nach & differentirt, so erhält man rechts 


, HH re 2 DT 
2sinam — cosam — Jam — ‚sin?am 
.W@ mi TU 7 7 
— fe 

u 3 ” u & 
7 2.2 wa nn U Y 
1—ı sın am — sın?am 
‘T T 





und wegen (53), 
Katy) + ey — 2a) 


I 


ME R 
= — IÜnr /X sin?am (© + @) — sin’am 


7 (2 a),00 
u ; 2 


Hieraus folgt durch Differentation nach y: 


‚2 


, 2 . En 2 mr, 4, Th . ne Ti ) 
(a.) (ac+ y) mn (a er. j— —/. ° m? Pe u“ (& + y) rn sin-am 2 (x =y) 
Setzt man hierin y= x, so ergiebt sıch: 
2 ER 
RE ; 2 u 2: zWd 
2a)=—k. sintam « 
u . 3 (F) F?(r) 7 (0) 
Est F » ınoR f 4 ud x — - — —— r : PR \ u. 5 . 
ist aber, wegen (94), Z‘() Hd) Fa)’ also ©’ (0) 30) ’ folglich 


hat man, wenn man 2x = « setzt: 


I”’(0), Ku? . 1 « FO) ww ww? We 
od ı 5) 
— - = — .— sın’am — = — — + — Jam 
(a) 0) ı” 7 VÖ) m? nm? T 


Integrirt man Dieses nach «, von O bis x, und bezeichnet die Constante 


7 (0) w? £ ] a 6 ' .] 

j — > eınstwe mit — so erhalt man 

(0) 7? einstwelien mı . 

2 r " 
w“ y ID 07T 
-(\ 4 2, 
36. Zi) am Ja am u — h 
(56.) = /FunT.da- 7 
r ’ Ur TU 
Setzt man hierin _=u, also x = Te hat man: 


[N yo T uU w r OU 
Du.) s\—J= Zmudu-—. 
: m T ‘Do u 


ru ‚am 
Jacobi bezeichnet das Integral, / Pamudu — / Aamudamu mit C(u), 
U 1 


und Legendre wit E(amu), so dass: 


(38.) F} 1" amu ou —/ ä 0)809= Lu) = E(P) 


’ 


ist, indem amu = 0 geselzt worden. 
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Aus der Gleichung (i) folgt nun: 


O0 io» .. OP AI«H) ibal+zrt tang*«P) ‚i9D  1-AK°sin’D 
= / / als IN. I) = ‚ 7 == a + - —— 
(6) Kd,r,,> also 00.40) IK», k’) KD,%) KDb,K) cos? 


Ä ID, k) Pr 
— O9». 
cos? 
mithin durch Integration: 


A .D 
J Id. )O09 ai f A “D, k') Op, 


oe), c0s(D,Kk) 


also durch theilweises Integriren: 


Ag ° «)b 
A taneDsinDcosD 
J I(d,W)O0 =itang PAD, ar [3% m — ob 
0 h , vA— k*sin?p) 


) 


“() 
17 7” sin? D 
= 3 tang db A(Db,k) + J- 


ob 
(1 — #? sin?) (> 
= i tangpI(D,k) + F(Pb,Ak)—E(D, A))\; 
a . 
oder, nach der Jacodrschen Bezeichnung: 


(59.) Eliu,k) = tjtangam (u, 4) Jam(u, 4%) + u — Cu, k‘)}. 


Wenn man nun k in 4‘ verwandelt, so geht win a“ über. Während daher 


ın IE ID 


n . T ._ STG 0« 
lla,ky = Rt Ve ae 


d - * ® . .. 
wo 0 den V\ erth bezeichnet. 1 elchen O annımeml, wenn vv 0 w‘ übergeht, 


Man hat demnach: 


. [4 
n;° 17T OLa ” N 4 PLALAA 0« 
( VGa,W)—=" 2 , k)+: 2 ( (e. IN = el kt) + 9 
Ih 


OU z T./7Tc 00, . 
-(ü% k) am zum — Cu) — a oder (la, A) = e r k) +" ist, wird: 


In N sell u I U 


mithin wegen (59): 


. , x 
1. io Ö 6 T „(TG / 
# ) 
& ( }) — 7 ‚tangam (u ,/‘) Jam(1, k‘) +| Im [« + E- ( 7, 1°)\ , 


m u 4 W_ u 


und wenn man Dieses nach « von OÖ bis  ıntegrirt: 


T fine ; 
2 / ii = . — log.cosam (u, k‘) 
0 


Ö 6 Te j! 
— bu u’ +: DE 0177 
ww 
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» . . nn z“./rt0 
Das erste Integral geht, wenn man 7« statt « setzt, in - / ( 7.) 0« 
nu ” Tik w’” 
U 


" wx BE 
über; setzt man also statt zu und z statt «, so ıst dieses Integral 
11x 
7 / a (3 f R 
f ans 2 
zus -I&)O = (a) 
1D \ % I A (@) OG, 


5; in h \F (ie ,k)) 
und Dies ist, wegen (95), gleich log (0.1 Das letzte Integral wird, wenn 


, wa 
man darın —_ statt @ schreibt, gleich 


wxr va a cr N 
FM: () I" &a, 1) oe “N 
- CIa c) been CIa AM a = 108 . . 
10 ug \ ’ 8 ) 7 * \ c ee) I (0, k') \ E) 


also hat man 

\ F(ix, k)) 
AI ey \ 
q dl (0, c) J 


ajWwWX 
WX G 6 1w?x? Pi - sd ) 

22 log. cosam (‚A‘) — 1— —— >: + oo i 
Oo “ 4 w w_1 Zr‘ ol lo, k') 


und mithin: 


3 (ix ’ k) 


Ö 0 w’ x? 

__. »%(o, k) (- en 0% „jur 

= - eP 7 .cosam kYYI—. A). 
+0, k) ‚w’ w 


Nun folgt aus (XI), wenn man » in @* verwandelt: 


Wr | k n(ce+4n,k') 
cos am Zu’ ‘) —— | an , 
= ? k (a, K') 





Zr ’ 

und wenn man hierin er statt x schreibt: 
IT I AN 
7 (> +3n,k ) 


wr /h 
cos am ( 1‘) u | 7° er j 
7T Ü « 2 [2 
/ r . 
U Fr ) hi ) 


SEE: Ku | tk o 
Ausserdem ist 9(0.k) = | ( _ ) ‚9260, 9) = | —}; also hat man, wenn 
man, als Merkmal für die Beziehung auf den Modul 4“, den Quotienten & in # und 


r ın r’ verwandelt: 


> 
x 


. ( = -1) 2 3 u WE 
(60.) IHlız,n)=e a 4 m rER, ”): 
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Aus (58) folgt nun Krf sin: amuou = «—Ke), und für irgend eine an- 


0 


dere obere Grenze ? wird ef sin’am uou = 2—C(P): mithin hat man, sub- 
U 


trahendo: 


| sin’am udu = Pa — (PD) > (a) \ 


0 
Hieraus folgt, wenn man zz + © statt z als Veränderliche einführt, wo e eine Con- 


stante bezeichnet: 


also, wenn mn «a=», P=w-+e setzt: 


(a.) / .T sintam(u +r)ou=wtle)— Cwte). 





Aus dl = Pamudu folet E(—e) = f SPamudu = —/ Jam’uau, 
o o N) 
rn Sı , —— on Sun Verw; le] r als . ‘N z u ırojebt ıcl 
oder (—e) = — ((r). erwandelt man also ın (a) # ın —e, so ergiebt sıch 
(b). 1. simam(u — »)BJu=w-(()- Clw-—e). 
0 


Wenn man (b) von (a) subtrahirt, so erhält man, wegen (53): 


‚sinamv cosamv Jamv. sin? amw 
> ) pP b s 4 
6 2L ( + L vor)c we) — 24 


1 — /° sin: amv sin? am 
und wenn man hierin # mit w vertauscht, wodurch Ce —w) = —-C&w—e) wird: 


n sin aman cosamıan ‚Jam ın., sin’am » 
j fr, \ „ . Rn Au % . FE 2 

(d.) v)—c(lw—-r)—- ci wte) T ah u een 
wn ) 1 — 7°” sin? amv sin? am m 


\ddirt man (ec) zu (d), so ergiebt sich Iinks 2[ (+ lkw) lliw+e)], 


= 
Ä 


, ‚ sinam ın cos am » Jamm + sin am © cos amıo Jam ıw 
und rechts 2% sinam € sinam w* 


l — 7” sin? am © sin?am 
welches, wegen (37), gleich 24”sinamvsinamesinam(®+e) ıst. Man hat also, 


= 
« 


wenn man noch z statt w schreibt: 
61.) Cd Hl) -llu+re) = k’sinamusinamesinam (uU + ec). 
Setzt man hierin e = w. so verschwindet die Seite rechts, und man erhält: 
Clurtrw) = (lu) + co 


1) 17 . 
n? W fu 
Es bezeichne nun < das Integral / 10 09=E(am, ur da). Dann 
I 


C 
2 


ist; 
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R ‚a nr C Er Bj 
c w) =/f 10 Hr arzt (1 — k*.sınW.920). 


Setzt man aber = DB +1, so ergiebt sich 


{ » 


m, we . u 0 = 7ı 4 
J | A-Rsin)o0=f_, A DR 3 N9= +/ ı(9N30— a; 


5.T 


® ® ’ N Q 
mithin hat man C(w) = C und 


(62.) e(urw) = (lu)+rL. 
zur mm : TU. pP N 
Aus (94) folet nun, wenn man u = w setzt, — S(T)=clw)—-—0=C—0; 
« „ \ 
aber wegen (54) ıst 27) =%, folglich hat man & =. Wir wollen die Be- 


zeichnung & beibehalten, und es wurde bewiesen, dass die ın (60) vorkommende 


Constante o gleich dem bestimmten Integral E(ir, rk) Ist. 


- r 6 6 » ” > 
Zur Bestimmung der Constanten ee I hat. Abel folgendes Verfahren 


angegeben. Man setze: 


(«.) Ka)=ya.yl+2).(a+x) 
s0 wird: 
/ I ; = l az : = 3 \ u \ 
f)=5 x ?Vl+a)(atr) +53 Ya l+0) ?"(at+x) ?—5zYayl+ra)(are) ? 
1 1 Ey: \} 
— 19 (1+x) (a+2)+ 5r(a+ x) — > lH). 
vx.] (1-+2)(a +2)?! 
Der Ausdruck in der Klammer ist: 
l R 3 a 
giatrxz rar x’ tar + x) — ge rr) 


1 l 3 
=Z(c +" +5 a rc r+r)— gute) 


we 
un 


A I — )—-c—ı 


(atx2)-+; 


1 r 
=—5(a+ >? + a +2ax + x 


DU 


t 
r 


- 2 
+, 1l— u) — co —x 


1 , 3 m 
=—-;5la+a"+zal— d)—arZ2a+2axr— x 
I 3 


=; (at) +z5sal a) — (l—2a)(la + 2); 


w 


t 


Crelle’s Journal f. d, M. Bd, XLVI. Heft 3. >85 
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also erhält man: 


a(l— a) 1—2a 1} 1 


Dre 372 Yayll+a)V(a+z)' 


(P.) !@)=: 5 
Yayl+z)(a-+ 2) yay(l+a)(a+r)° 


tv) w 


Integrirt man Dies nach &, von O bis 2. so erhält man wegen, (@): 


ı Ve VAa+a) | 1 | (1+!) 1 | 


o)= Yard) ar: |, | (1+°) ] TEE ME, 


Eben so ist /(O) = 0, also ist: 





FT. 


() = 


‘ 


tv ww 


al—a)dx  A-2ad)dr 1 | dx 
Very 


; 9 l+x2)VY(a+x) 
Ya) (I+-x2)(a+x)” u’ y«] (1+-r)(a+ x)’ e ) 


Setzt man nun 


L 


(0,) | dr 
Vey(l+z)Vlatx) — Yıla), 


® 
0 


so ıst offenbar 


T 2 
- 


£ Or 9 Of, " or FR 2 og, 
= da ’ :— PER 3 9a’ 
A, yzey(lta)(a+ oe) , Vey(l+z)(a+x)° 


und es folgt aus (y): 


0’, (1 l 1Og, l 


_ ( 
'a l—.a) da Aatl— a) F 


‚=®. 


da“ 


Es ist also g, ein parlieuläres Integral der Differentialgleichung 


. O’y OU 0 l 1 1 
(S.) a E— a - ee = — 
da tPaatT) Re a l—a 7 da(l— a) 


Setzt man in (ec) 1—a statt a, so ergiebt sich, wegen 9(l—a) = —oda. 


oy,kl—a) \l u 4 oy,(l—a) l 
uw —— o(l—-a)=d. 
da? a 1l1-—a da lall—a) - 
Es ist also, wenn man p,(1 — a) mit g,(@) bezeichnet, auch $, ein partıculäres 
Integral von (£). , Aus den identischen Gleichungen 
Orr, Og 0’, Of, 
u U . ) (0, = V 
3 trat I Pi 0 und da: >; da +9%: 
folgt aber durch Elımination von g: 
\ Of, fa} Op, O° ON Of, Of! 
ii } \ )) uns — U >  ( we — m Jia — ( © 
Pr? JG F da ) 2 Va” ri da“ dal? Ja H da)? 
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olelıch ıst: RnB. vo \ 1 BD 2° also : 
iolglıch ıst: PETE Da Fı dal: USO. 
op, Ofa jr 'E 1 a 
' — a bo" a Ge u. 
(4.) $p2 da Yı JA TR 
Aus (d, &, folgt, wenn man ax statt & schreibt: 
jr 
, ! Or 3 
( (dl _ ’ 
pıl ) e/ VYay(l+z)y(ltar) 
9, (a) l r Jw 
da a - , 
A, Vxı(l+tz)'v(l+ta) 
| / IX 
cp — A) = ga) — ; 
pı( ) p2(@) e/ Yayıl-a)y(li-(ll—a)e)? 
IYa(a) Oy,(l—a) 1 I Ox 
da 2al-a 1-a | 
A, yıa(ll+-z)’y(l+(l—a)r) 
und man erhält, wegen (n): 
f Ör E OT 
— ( — | = (l 1 1 1 ö 3 
JVYayiAtz)yliHll-a)r) ; 
7 ,ya(ll-ra)’y(l+ar) 


Or 


+al Ä | s 
+ / ta: 
Very z)yıl I Vzl+n)yA+ll-a)e) 


Oz 


Zur Bestimmung von — € setze man a =). Dies giebt: 


„2 1 1 > 1 . 
| 2° Or J re’ Or 
— dl) ’ . 
l+2 3 
u Er oe (A 4 r)” 
TU Tı—)) I(ı)T@—)D)) 
— U A. — Ir. 
(Al) I 6) 
Setzt man also noch = /?, so ergiebt sich: 
5) ef or ei Or 
AT a A ö ” 6 
-V(l+ze)y(lt%k'r E- 
, Val | II Val +) VAHRr 2) 


7? 


ef )) / A 
ı En a + ‘2 r 3 . 
), Yeyll+e)y(l h 2), Ve(l+r)° V(l+%°r) 


0 


Setzt man x = tang’®, so wird hieraus: 
25* 








=]. 


10, 


Krusemarck, 


2r 
al, al, 
OU cos:U9N 


JR: 


zur Theorie der elliptischen Functionen. 


.lı 


ON c0os?d099 


A, yi— A’sin?O)e) Y(el— A? sin? 0) e/, Y(l — A? sin?0) e/, V(1— %#*sin?0) 
“I, #1 
N. - er w 4 u | /)*sın?990 42% vw 4w | )?sin?099 
— il y 7 9) > 2 = N . u — - - - = 
se “er, A— sin?) tr 22 2./ | (1— A” sin?) 
Li 
vw u {iv w {v An 
ie 2 no . e F V.k)Of 
=4Ra 5-2" 3+7a/ 44580 
w w Aw w 4 7 ly 
a”. az ec ’ : Ar: i 
+4K 5535 3 A(0, W906; 
( 
also erhält man 
ale k” wa a ww ı IR 6 Ben. w 6 w w TR 
Eu bee 5 Kae = auer F dass 5 Be Eon Ho 
2 w 6 ou w u 6 6 ' 2r 
x ur cr ET» oder — 1. 
(6 a 2 „+ = > 2 > > a N’ MIET 


[) 


RN .. ver 
Hiernach ist der Exponent des e ın (60) gleich =n 


> 
wT 


Be 1 /w = x 
(64.) (1x, 7) = | = ( +}: 


Aus (51) folgt noch: 


l »„(de,r) i 


— 


V Hier, T) ie 1% 





also erhält man, wegen (64): 
(65.) 


Der Gleichung (64) kann man sich nun bedienen, um in der oben be- 


J 


.. x TwW pi > 
rührten Formel r = m den Werth der ganzen Zahl nm zu finden. Setzt 
ie : 1) i . w 7tT 
man nämlich & = 2r, so folot aus (64), wegen r= m —: 
“ , « N 


4m? rn Aal eur ’ ID 
. > 5 ME . fj ») D 
u ’\“/N an? 


y. \ w uw x 
Y » 17 = | +! x,r') 
’ (- Br, w m 2 
TR im”, = > / ıW dm>, ie 
u | a de ",(2mx+1r,7 = | pe nÜr,r). 
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| kw’ ic 
1 /k'w 
. . « y ( >” 41 / — - « N ir N s " r - 
setzt: (27, 7)= (0) = e" | ( z ): also ergiebt sich, wenn man beide 


Theile durch (im, 7‘) dividıirt: 


gi 


ID 1 ’W kan nen Im? — —4ı Im“, im2 
e- | - u | ze ee oderl=e a = 6 
1 ) 
’ 
\ . . ZTW i 
folglich ıst (4 m?” — Arm) „ 0. ao n—1l=0, m =|1, und man findet 
genau: 
rw 
66. EN: 
(66.) r=— 


Aus (43.) lassen sich leicht allgemein folgende Formeln ableiten: 


3(e+mir) = (1 er 4(a); 
N (x + rn Ir) == (— 1 Zu 2rnic n(&) n 


(67.) 


und aus den Eigenschaften von 4, » folgt, dass, wenn man 
(68.) mw + min‘ = o(m, m‘) 

setzt und mit f eine der drei Functionen sinam, cosam, Jam bezeichnet: 
(69.) iu +2o(mm‘)) = f(u) 

sein muss. 

Diese letzte Formel enthält das Princip der doppelten Periodieität der 
elliptischen Functionen erster Gattung. 

Auch die Theorie der Transformationen, so wie die Entwicklung der 
elliptischen Functionen in Reihen und Producte, lassen sich, wie schon aus meh- 
reren Abhandlungen von Jacobi zu ersehen ist, mit Hülfe der Reihen (#, 7) be- 
handeln. 

Die Transformation zweiter Ordnung ist unmittelbar ın den obigen For- 
meln enthalten. Setzt man nämlich: 


a,{] 

(“.) es =yh; ne = MM, 

so folgt aus (28), wenn man darin 7 in !r verwandelt und darauf x = 0 setzt: 
v”+rı=1. 

Ferner seı 


1) ı . Ov FE ;; 0» 
0 ) 2S gr ] yA—-v)yi—,vV) ? 7 j V(l— v?) vd —_ 9°)? 
0 ./, 
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> 


so sind 9, 0%, 4, 4 resp. die Werthe, welche die Grössen w, w‘, %&, k‘ annehmen, 
> l . “ . . . an - ° 

wenn man r ın ;r verwandelt. Die Gleichung, durch welche die Grössen 9, ?, ın 

v, k ausgedrückt werden, die sogenannten Modular- Gleichungen, sind schon in 


den Formeln (21) enthalten. Daraus folet nämlich: 





1 (in) 
3? (0) > (ir) — (ir) 2 92(} 7) 1—ık 
= fe Ma vv Hs nie 
f) (377 ı) Grz)tn (;7T) 14 LK 
7° (;r) 
Hieraus ergiebt sıch: 
nu 1 — 2. KK 1k , 
1—ı"=] man erhält also: 


ır2+H (d-+K) 
12.) = u 
1+ 4 l+% 
\us der letzten der Gleichungen (21) folgt noch, wenn man beide Seiten durch 
7° (57) dividirt: 
u?(irr) 7" (Ar) 
Ft tr 
\ber aus (VII) folgt, wegen (23): 
1 ,(0) ' 
ei > BET, DE 
ac Au dan)? UEFA); 


mithin hat man, wenn man r in {r verwandelt und mit e den Werth bezeichnet, 


den alsdann x (x) = e annımmt: 


d ) er . . ’ 
— = #(im)y(l— 1). yv1—Ae), folglich 


] "w(z,}r) 2, 
(a.) vu 9? (1 ur 7 r . 2. + 
Por), y(l—v’)y(l— 4”v?) 


0 


Setzt man hierin x =!r, so wird die obere Grenze w{!r, 43r) = 1 und man 


ı) 


hat, wecen (71); !r = . also 
‚ wegen (71): ; 20° (a7) ’ 


(73) Ham) =V}- 


mithin ısi 


® l Be, 
2 (1m) I m l+4 . also o=(l+k)w, 
n ° ‚Im g j 
Nun ıstr= zn Verwandelt man hierin ın Ir, so sehen ww resp. in 0,0 OO 
! 
. TO 2 
und man erhält ır = ale: 


‘) 
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iD 20’ ] w 20 
= —- oder = ; . 
um 0 9 : w A + k)w ? d. h. 
im F \ “ 
(74.) o=(l +h)a y = !ll-H/, x, 


: #3 = s ’ > % 1 ; 
Aus (IX:rl) folgt, wenn man 7 in ir verwandelt und die Gleichung (74) 


berücksichtigt 


“.l 
OX / vw (z,i1T)0x Dr 
e Y(z,3T)f(r.!r) (+) 


‘“ 


“., 


bu (2, T)Or 


}; = 
+ f p(a,tT)f(r.rt)? 


e.\) 


- en. | 
oder, wenn man b(@, ir) = w, ab(x, 7) = eo setzt: 


- 


Jw 


75.) / 2 . ) je 2) | or 
I yA—w)y(l— iu?) yA—v’)y(l— A222)‘ 


® 
U U 


6 02 . WET 
Hier ıst w = sinam ( - .) „ti= sin am ( ‚k), d.h 
2 ) 


_ 1 (2) ’ l yr(2) | en 7 (2) 
% d N >) u = ’ eu 2 
Vk x) ° Vk 6a) Vk I 6(&) 
2 
> 02 1) I . BEER i er \ — ' / ’ = 
Wegen (27) ıst aber y(x) = (im) (x)# (x), und wegen (13)hat man füry—=0 


die Gleichung Bir) TITESILAL ED +," (x)!, mithin ıst: 
2 r(e) 


‘ l d . 
2 GG) nla)dla) __ 3m) 





Dee 275 N te av 
VA ar) 9) + n?(e) 227 
Ä 
“) 

a , ra 

ıi+% V/sinam 
— ? 
| k er 


3 sin? am— 


der: 
(1 — k) eb 
l + kv2 


gem [3 
(4b, 


! 


a 


Diese Formel enthält die Transformation zweiter Ordnung, 
Die Transformation pter Ordnung wird folgende Form haben: 


EJ 


\d, -+ra0-+ a, v ie + A, Ü), ! 
rbb rn en 


(a.) A 
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Gelangt man durch dieselbe zu der Gleichung 


j oJ ' ort 
(b.) J üi- Fria- Pe J; (vr?) YeL—A?0R) 


v0 V 


und ausserdem durch die Transformation p’ter Ordnunse: 


I“ IV (\4,+ A V+ AV’+ ..... + A, VP YA 
Ren —-1#+-BV+BV’+.....+Br-1) 


zu der Gleichung 
PR PYj 
, / oOoW ] cd V 
(b.) ‚J‚ya-WHy)yiı—.PW?) u; > vıı— VYy(ı— 41V?) ’ 


’\ 


so folat aus (b), (B): 


I oW C / O1 
ya-wayAa—.PW)T 7, ya—ory(l— Ar)? 


ınd man selangt zu dieser Gleichung durch die Substitution: 


oO 





[4 . A, \v+a0c—+..... av” I, un 14, ter: .$a) 2” 0 2 
YWV = | I +-br—+.....+b ar Peiisı os... +b,_ 1er \ | 
I +5, vi u hl + 4pv ee PR WER 2 0: +... tape’ pi 
(1 +b,c+ - —+b,-ıvP-1) F 1b, u + b,_ 0-1) 


welches offenbar eine Substitution p.p’ter Ordnung ist. Hieraus folgt, dass sich 
jede Transformation von einer graden Ordnung aus einer Transformation zwez- 


oO 


ter und einer Transformation ungrader Ordnung zusammensetzen lässt, und jede 


! “4 


rn m 


Transformatıon nter Ordnung, wor eine ungrade Zahl von der Form p”.p‘ .p“ 

ist und », PR Primzahlen sınd, aus Transformationen, deren Ordnungen 
Primzahlen sınd. Von den Transformationen grader Ordnung ist also die ein- 
zige, welche man zu betrachten braucht, die durch die Gleichung (76) definirte, 
und von denen ungrader Ordnung hat man nur auf diejenigen Rücksicht zu 
nehmen, deren Ordnungen durch Primzahlen bestimmt werden. Die Trans- 
lormatıon pter Ordnung, wo p eine ungrade Primzahl ıst, lässt sich ebenfalls aus 
den Eigenschaften der Functionen 9, » herleiten, und es wird zu diesem Zwecke 


.. . . . 2 . . . = 1} 
nöthig sein, die genannten Functionen in unendliche Producte zu verwandeln. 


Wır wollen statt dessen: 
7.) (x) —= ll (! — a u 5 (1 2 r+le-dir) 
; N) 0 


an - 
| 1 Bun > rl cos?2x + zur) | 
o- 
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setzen und a posteriori nachweisen, dass die aus der Entwickelung dieses Pro- 
ducts entstehende Reihe die Form ('. 4(x) hat, wo € eine noch zu bestimmende 
Constante bezeichnet. 

\us (77) folgt, wenn man © um 7 vergrössert, wegen: 


W+l „Ur—2 —_ ar) „Aa . Zr+l „-ir+2ı _ V—l,-Ar 
€ e Er € : & e u: e 


dass jeder Factor des ersten Products ın den nächst folgenden und jeder Factoı 


des zweiten Products in den nächst vorhergehenden übergeht. Die beiden er- 


I — ia .. . 
und 1—-e”””, Man erhält also die neue 


ec 


ix 


sten Factoren werden zu 1— ee? 
Form der beiden Producte, wenn man im ersten den Factor 1 — ee” weeläss! 
im zweiten den Factor 1— -e””” hinzufügt, d.h. es ist: 


J(& +17) 


— 1,7 
—I;r 
1 mu» e e Zıl op + 


€ f < AT — l ; 
u erir f (x) et /(«) — 
also ergiebt sich: 
(78) fo) = — ee f(& + ir). 


Aus (77) folgt noch f(— a) = f(x); denn wenn man © in — x verwan- 


> £ dr 
€ 


1; $ 


delt, erfolgt weiter keine Aenderung, als dass die beiden Factoren mit einander 
vertauscht werden; ausserdem hat f(x) offenbar eine reelle Periode in Bezug 


auf den Modul 27; man kann also setzen: 


fta) = 1, — 2a,cos2x + 2a,cos4x — 2a,cos6x + --... z 
oder: 
(a.) a) =, — ae" +0; ann 
nr BT rn ine : 


Setzt man hierin © + 77 statt w, so erhält man, wegen (78): 


21x „a „x n4 „dir „6 „6i% 
(b) fa) = — ee" Im - ae" Ha era LH... 
A, IT a dag —Aig As 6X \ 
.n:, vr’, Diener 7 - Tue $ 
c © © 
a; Sır 


ir 3 4iX „5 „648 Ei 
= — — Eee Tr a,EeT — ae taE ec 


© 


d. y: Ag dA; F, Ad; 
> —) b nl r Gil u 
ne "ze nn ne 7. 
c c ( c 


—hiXr 


Aus (a und b) folgt: 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd, XLVI. Heft 5. pi 
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MW; gehe 5; By—=QE ; +. also: 
ui: A uhl : Ef: in .„ und man hat demnach: 

0 3 0 s 
a,,)1 — 2ecos2x + 2etcosdx -—- 2’cos6c +...) = HR). 


Vergrössert man hierin & um 377, so folgt aus (77 und 79): 


A,t 


- .. ce 2 Be 
5 . oe" y (x) os I1| 1 er gr+D Il 1 a Pi p Bw 
a 1 2] ei 
—_ 1 ger r 6 € €e € |» 
oder, da 1— ee" = 1— cos2x — /sın2x = 2. sın’z — 2isinxcosx& 
—= 2sın v(sin a — cost) = ze” „sin @ 1st: 
/ l -, ) + 2(2r+1)} 
0.) Ha)=z.111—- 28% cos2xc +: E 
0 v 


c . 


‘>, g 7 2r » r 
(81) »(&) = V Esina. II$1 — 2° cos20 + ."}. 
[1 


q, 
Setzt man ın der zweiten dieser Formeln x = 357, so ergiebt sich: 
n(ir) lı 2 
(a.) ——- = — II1+2%°). 
| 2ye % 


Setzt man ferner in (S0) erst <= 0, dann = 31, so erhält man: 


b) 30) -HA— er; 


Ay 0 
1 
Fi f l Saas 2r+1\2 
(c.) IuT)=, IL +: wi s 
wo 


und es findet sich, wenn man (a und b) durch (c) dividırt, wegen (34): 
e- N) = Hr) : 
Ye len). 
Dividirt man ferner (b) durch (a) und erwägt, dass rn — V 2) ist, so er 
hält man: 
i 


1.’ o /] — sa-+l 
(53 ) 2y.. Ye )=NM ); 


ki o xl + er 


und wenn man Dies mit der zweiten der Gleichungen (52) multiplicırt: 
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3 ce 2 
9,7.) e _ ar u ( 
Vh a +9) LH’ HD) + ES)...” 


wo im Zähler alle ungraden, im Nenner alle ganzen Zahlen als Exponenten des 
; vorkommen. Nun ist aber: 
A—)1—e)(l— :*).. 
2 3 = | w 
A+)A+F +) - = Aa -sa-HdA- 9) 


und hierin lassen sich, da im Zähler alle graden Potenzen, ım Nenner alle gan- 


zen, also alle graden und ungraden Potenzen, vorkommen, die Factoren des 


Nenners, welche grade Potenzen des & enthalten, gegen sämmtliche Factoren des 





Zählers aufheben. Man erhält demnach: 
2 22 I 
(1-+.:) (1 +:°)(] +E)...... | = 1 -9a-9ad-9.. 
und die obige Gleichung reducirt sıch auf 


ı 


(S4.) 2er. = HL) 


Wenn man (83) in den Cubus erhebt, so erhält man 


FASER} 





und wenn man hierdurch (84) dividirt: 
- k r Ir\6 
(S9.) 4Y(ek) rl +e) 
a2 Vk BER 
Iieraus folgt: N (1+:°) = „ mithin, wegen (a): 
Vaycek) 
nz A “Ä E ).. INN 3... hei ‚ oder: 


Ver) Yıyck) 
=) VG): 


Demnach folgt aus (80 und 81): 


| am | IF | wY(kk‘) 





REN ® | 
XV. 9(2) = _— 1} (). | (;; n)- ER — 2. cos20 +. ”} 





XVI. n(&)= 2. } (-): | (%). sın®. 111 — 2.” cos20 +.” 
29* 
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Setzt man hierin x +! statt x, so erhält man: 


en kh’ nr 
xXVvıl. Ic! im) = V- 4 (5 -)' IH 2", cos. rt+e' m. 


kk’ z ‘ 
XIX. „\a@+1im) (4,); cos@-I}1+2e”.cos20+:" 


Hieraus loleı 


XX i wr 2] ( '). E 1 — 2:2” .cos2r +." 
XXX. sinam = sin® >- 0 
7 k a 1 — 2:”+.c0s2cr + BERN 


WE kye = 1+2:7.cos2r +." ) 
\ 4 — 2] ( i -): » '. I . B ‘ . 
„ cosam = 4% cos.“ 2 
\NI Y k 0 1 2sr+l cos?r N 2a) \? 


in 


1 + 2:71, cos?2r + 2 @+1) 
XAli. Jam . | K' IT. ‘) sa+l n 6 9 (ri 
T ‚ ıl — 2.2.1, c0os2r + 24) 


Setzt man in (XVI, XVII) a. statt ©, won eine ungrade Zahl bezeichnen 
mac, verwandelt ferner r in zr und bezeichnet die Werthe, welche dadurch 


re) E) 


k, k‘, w, w’ annehmen, resp. mit Ä, A, 2, £‘, so hat man: 


XI. $(nx,nr) 
2 „.HBE | 
ud "| 67 ) I n. —_ 2.) cos2nc +. "@D!. 
XAIV. n(nx,nr) 


2 _UHKK ” . 
7 | (Z -)- sinza.FH 3 1—2E” .cos2nac + al 
0 


Bezeichnet nun f(x) eine beliebige Function von x, welche in Bezug 
auf den Modul 27 eine reelle Periode hat, und k eine der ganzen Zahlen von Ö 


bis einschliesslich 1(n—1), so sind alle Werthe von f(x 7) in/(x+ 


enthalten, wo r alle ganzen Zahlenwerthe von O bis einschliesslich » — 1 durch- 


Arı 
n 


läuft. Denn zuerst alle graden Zahlenwerthe des %k erstrecken sich von O bis 
ı(n—1), und ı% wird alle ganzen Zahlenwerthe von O bis 4 (n—3) oder !(n—1) 
durchlaufen, je nachdem r, durch 4 dividirt, den Rest —1 oder +1 lässt. 


Ks seı zuerst » —1 durch 4 theılbar, so erhält man alle Werthe von 


2krı irn i 
f(& + aus f(&+ —), wenn man r alle ganzen Zahlenwerthe von 0 


bis (rn — PN Änein se: Dagegen ıst 


2krı 2knı I 4(n—!%) 
x - n ) = Ia+4r- n )=/l»+ N r |. 
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und hierin durchläuft » — !k alle ganzen Zahlenwerthe von 
n—!ı(n—l)=ı(n +1) +1(n—1) bis n. 


“ . u MR kn 
Man erhält also, so lange k gerade ıst, alle Werthe von f (x + ) aus 


N 


Iran 
/(& = ). wenn man r erst alle ganzen Zahlen von O bis (n— 1), dann alle 


sanzen Zahlen von ı(n+1)+!(n—1) bis n durchgehen lässt. Für a0 ungra- 
| 2kr 2 ek 
den Werthe von A ist (a + —)= /& +2r7r&# —) = = + A i 


und hierin sind » und k gleichzeitig ungrade; also ist » = k grade und 2 + k) 
durch 4 theilbar; und zwar durchläuft, während # alle ungraden Zahlen 
von 1 bis4(r. —3) bedeutet, (denn während » —1 durch 4 aufgeht, kann 
n—3 nur durch 2 theilbar Pa !(n-+k) alle ganzen Zahlenwerthe von 
ın+1) bis !n+!ln-3)) = !n+ND)+ !(n—5) der unmittelbar vor 
(a+1)-+:!(n — 1) vorhergehenden ganzen Zahl, dagegen !(n — k) alle ganzen 


« 


Ebene von I(n— ı(n—5)) = !(n +3) der unmittelbar auf ! (n—1) fol- 


wie m 


Zkrt 
genden ganzen Zahl, bis 1(n—1). Man erhält also alle Werthe von ne F— —) 


r . . 2 st 
wo /k alle ganzen Zahlenwerthe von 0 bis !(n—1) durchläuft, aus f(x ”— ) 


wenn man darın r alle ganzen Zahlenwerthe von 0 bis n— 1 durchlaufen lässt; 


a | Anrı 
denn der Werth r = n, für welchen + )= — f(x) ıst, giebt keinen 
neuen Werth von /f. 

Ist n —3 durch 4 theilbar , so ändert sich in der ganzen Betrachtung nur 
die Art, wie die vier Gruppen von \WVerthen sich an einander anschliessen. 


Hat f(x) ausserdem noch die Eigenschaft, dass Kat) = fl) ist, 


2kn kr n—2k 
so hat man f(x ae —)— + f(x em 5 + f(x we ), und wäh- 


rend k alle ganzen Zahlen von O bis ;(n —1) bedeutet, durchläuft 2% alle 
graden Zahlen von O bis a—1, mithin a— 2% alle ungraden Zahlen von 1 bis r.. 
Man hat daher folgenden allgemeinen Satz: 
„Wenn f(x) eine solche Function von © bezeichnet, dass f(@-+2r7) = f(.v) 
„und/a@+r)==#f(a®) ıst, so ist: 


an „ra ve Ira 1 n—1 rn 
3 - — (lt nl), on F 
(.) ufle = „)=ufle a“ )=(=1) nf(: vr 
Ist ausserdem noch f(— a) = /(x), so ist fx) = f(x), also 
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. 2rn R 2rn rt r7z 
= c= - ) = /(& + . ) ; und ne un m ) —/(« + 7) s 


lolglıch: 


(n=1) 2rn I(n-ı) "1 rt 
(2.) A («+ = ) == (de 1) r f(#=""). 
v 


Ist dagegen /(-—a) = — (a), so ist 
.\ ( rn 4 ( re, 
Mugen u fe h 3 — In + + — 
=: Be = Ns+ n ) ) fer+2. n if ee 


Man erhält also, es mag f(-x) = f(x) oder f- x) = —-f(x) sein, stets die 


Gleichung o 


um’ je» 
« 


l 
Vermöge dieser Betrachtungen ist, wenn [[1]]” alle Wurzeln der Gleichung 


v”—1 = 0 bezeichnet: 


1 Ir . 
(a.) [ar == 2” = 
wo r alle ganzen Zahlenwerthe von O bis z» — 1 durchläuft. Setzt man nun 
(b) "—22".co2a+1=0, 
so foleı - 
2" — cos2x=tYVlco®’r—I1) = cos2r=:isın2r, mithin 


Ars, 2ır 
; 2 


1 
z= Ill 1f.(codz Eımdsf = e” .e ”, 


und es ist demzufolge das Trinom 2” —22”.cos20 +1 für jedes r, von O bis 
ira j 2ir Arr ix 
n=1, durch das Product (2- ec" .e’ Mae" £* ) theilbar, folglich gleich 


rzn—1 Ars. 2ix r=n—l ir. 2ıx 


— B - .2 — _ 
(K.) I (z—e" .e")I (z-e”r .e "), 
r=) r=od 
wo K eine Constante ist. Das zweite Product ändert sıch nicht, wenn man die 
Factoren dergestalt vertauscht, dass der letzte zum ersten, der vorletzte zum 


zweiten, u, s. w. wird, d. h. wenn man n — r anstatt r setzt. Dadurch erstreckt 


sich das zweite Productvonr=n bis r=1, und das allgemeine Glied wird 
An—4r , lıa art , Dix 
—ıri -— -—i -- 
z—e ”" tue bs 
Nimmt man daher statt des Factors mit r = n, den mit r = 0, und combinirt die 


Factoren mit gleichen Werthen des r mit einander, so erhält man: 


r—n—1, 2rıa 


2"—27.".co2r+1l1=K.n- 1 on 22.c0s2(, + . + 
r—0 \ ; J 


Hieraus folgt fürs =0 ,„ K=1 und man hat, wegen (XXI): 
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r—n—l s=»2 


254 2 zl (9 
Ilnx,nr) = . . 1-20 1.c0s2( a + I) 0% 1, 
s—0 


0 r 0 


oder, wegen (XVII): 


r—n—1l 


2rn 
I(nz,n)=a'"IM. (+ . -) 
r— 0 


Eben so folgt aus (XXIV): 








2 4 r=n—l sea 
n(nx,nr) = —Ve.sınnx.I1 ‘II 
ao r=0 0 
\ 2 2rıa 4 
x ‚1 2" cadlc+ — )te| 
oder, wegen (XVIM): 
ER 
zr7T 
: m . BE... (+ n ) 
n(nx,nr) = gi SINN - 
II sin(x+”—) 
r—() n 


Hier ist, wegen (g), da sin(@ + 7) = — sin& ıst: 
un EV 
nn? y 5 2rı . u . 7 e 7 
(1) -II sno\x + —)=sınac IH. sno\z2 + —)sınla— — 
M) n r=0 N n 
„r—1) 


I) /n- 
— (— PD. II-(cos?2x — cos 
m 1 N 


Es ist aber cos2a — cos25 = 2(sın’d — sin’a), also ist das Product gleich 
l ran n— 1 n— .n 

„(n—1) gr . 1(n—1) ‚gi \(n—1) u 

sın&©. II \sın — —sın' x) = II-sın" — -sınx-/I-f1l-— 
n n 


° 7 
sin? 
n 


Der Werth des Products rechts wırd bekannterweise aus der ıdenti- 
schen Gleichung cosnx + isinna® = (cos® + sin)" gefunden, welche ver- 
möge der Newtonschen Formel, nach Trennung des reellen Theils vom ima- 


ginaren, | 
n(n—1D)(n — 2) 


sinnx = ncos""x.sınc — 123 cos" °.siım’c# ..... ) 
giebt, wo, da n ungrade ist, alle Potenzen des cosa die graden Zahlen von 0 bis 
nr — 1 zu Exponenten haben, folglich durch ganze Potenzen von 1 sin’x ersetzt 
werden können, deren Exponenten sich jedoch nur von O bis 1 (n—1) erstrecken. 
Es ist also sinnx eine ganze rationale Function nten Grades von sin. Die- 


„2a 37 


. . . . r ST 
selbe verschwindet, weil sinnzx durch die Werthe x =, +, rn, ,.. 


n—1 . ” 
= - ar ® annullırt wird, für 
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2 3 —1 
. . ST ° ya . DTT . n 
sına = 0 . - = sın — a > sın — . = — sın tr.  — sın ö D) 
n n N ’ n 





und ıst also durch jeden der Factoren 


’ N 21 
sınx , sınac=sın ‚ sne=$sin—, 
N n 
37 .n—]1 


sına& 5 sın Zen sınc => sın eW 


’ i m j ‚nk 
theilbar. Die Anzahl dieser Factoren beträgt aber 2, und es ist sin „ 7, wo 


i , kn ‚nk ne En 
k zwischen 0 und ır liegt, gleich — sın > und — sin „ r=tsnT. Es sınd 
P « f} / 


* 4 * - “ * ” ST 
also alle z» verschiedenen Factoren von sinzx® in:sinx , sn&=#sin -, 
n 
9 1 l 
‚„ 2n (n—1)n FEUEE ; 
sin» —=# sın EuBee ‚sınac = sin“ ” enthalten, mithin ist sinz.x von der 
Form 
(n—1 
u er ER EL. 
sıozac = Ksın® II (sın“& — sın? z 
1 
‚(n—1) _. 
Im) „>? a + sin? x 
— (—]) RK. 11 sın“ , .sın®. _ 
sin?- 
also ıst: 


. . l 4 
n-sinnz sinz en. . UM =; _ sin?z 
—— He - u; 
Na T jr er . 
N 


Setzt man hierin © = 0, so wird die Seite links gleich z, und man erhält 


(n—1) \(n-1) ’ u 


BER 2, Zu Zr 
K=(-1l) .njI sn‘ Se folglich ist: 
l 


"=n-1) sin?’ x 

(56.) sınnc =nsın® JI De 
| = sin? — 

n n 


Hieraus folgt: 





Je. 2rı In gr ra, sin? 7 
(— sin (a + nr Il sin? - „.sın®. 11 - — 
0 l 





Fr |’ 
sin? 
n 
1 3e-D IB, 
= 27 In? —.SINNE . 
N 
rn ,n—r sa) ya n-1 pn (-D:r-D,n 


Es ıst aber sin — = — sın x, also Usn”’— —=(— eo sin“ en, 
n n 1 n 2 


























10. Arusemarck, zur Theorie der elliptischen Functionen. 229 


folglich hat man: 


r=n—] 
(87.) suoncz=2"", 11 sin (x +7) 
a, 


N 


Hiedurch reduciren sich die obigen PER auf: 


|] (65): GR 49 («+ 7",:); 


XXVI „(na,nr) =| | E ;). ] (j 1 ir, (« +? 


und hieraus folgt, dividendo: 


Zn nz |, Je” m Ira\ 
XXVI. sin am ( . ‚K) — | . r). I1sinam sem —); 


XXV. Hlnz, nr) 





n 
u LEER, « K” 27; 
XXVIH. cosam (* ö ‚K) — : a 7 cosam = „(* -i- —) - 
ww nr TE 2ra\ 
XXIX, dam (" . .K) um | = Il. Jam. (+ =. 


Setzt man ın (AX\I) x =!r und in (AXIXN) z = 0, so erhält man. 
wenn man noch am(1w— u) mit coamw bezeichnet: 


I) 


Era \ .. 2rw . 2rw 
XXX. K= %" II sin: coam - . — k"IIsin coam 
0 v 
PERPEENE: b An—1) 2rw n—1 2ru 
XXX. K= II Acoam — = 114 coam 
0 0 


Aus (AXIV) und (XVII) folgt, dividendo: 


n(nz,NnT) 


(2; T) 


6 
| (%) | ( KR sinnz = _ 28 ‘cos? na: 
 I/N\w 93) sın. z A. — 25° cos? + &' ! ’ 


EEE, sinnz . 
und hieraus ergiebt sich für x = ®, wodurch eh E übergeht: 


on (O,nr) —) ( KK ).4 1- — 6 
(2) (0, 7) =n] 5 kk’er-! 1 1-a 
Nun folgt aus (7): 


7 (x) 4 i ‚ sın3 x er Bo sindx 
sinz a le sinz a 
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und hieraus folgt, wenn man x gegen Null convergiren lässt: 


lım = 


sın 


Der Ausdruck rechts ist offenbar nichts Anderes als »’(0), also wegen 


(33) gleich: 
/fw? 
„Aarm)sar)$(O) = YV(kk'). | (-;) i 


mithin ıst: 
| n(&) 4 P / n° 
(88.) lim E > = Ykk).V (5) 


Demnach folgt aus (XVII), wenn man darin beide Seiten durch sin « dividirt und 


darauf © = ® setzt: 


‚um 2. VO) VEH)-Ra- 7 


oder: 
1 ıD 3 / y 2 | Yp\2 
(59.) 5 Veh k').Y(4:) = 11-7) 
PT 0 
Hieraus ergiebt sich, wenn man r ın nr verwandelt, wodurch &, », k, k, 
resp. in €, 2, A, K’ übergehen: 


(90.) SZYKRN).yAr) = Mae). 


ST 


Dividirt man (90) durch nn und multiplicirt beide Seiten der so entstehenden 


Kh 
Gleichung mit n. I ( )] Ich ” a} so folgt aus (2) und aus (34): 


;(O,nr) {KK 9? F(Ö,T (kw 
(91.) Son.) — ):; - | ) 


(0, T) kkw® +O,nT) KO 


also ıst 
nd, nt) (0, ) n.? 
( 4 sei 
(92.) } (; 15 I(O,nr) „(0,7 u 
Wegen (XXVID ıst aber: 
| () (nz,nr) Flz,T) 
h/ Ylmz,nrt) n(r, T) en 


j.n n—1 n 2 g 
- Vf). IT sin am {c+ — 


sin am(— e 4 K) 





sin am (——, k) 
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mithin hat man für = = 0, wegen (92): 








n /] Al g“ e Drw 'k" n—] ‘) an 
= en sin? am — V- II sinam 
PR —— u. sın am 
=( 1) N K N n ° 
folglich wegen (XXX): 
a n.? 
XXX. — 
[ u75 \ 2ru 
Kn-1) sin? AI. 4 .—] sin am z 
— (— 1): , a4 = Pu II R 
1 / r rw - 1 Bd ru \ 
sin? c oam - sın coam 
\ T \ yı 


Nun folgt aus (IX. ıb), wenn man 


(93. sinam(" mic ‚K) —V . sin am (- ‚k)= 


nr g oOV we __ . O1 
» = ya-wva-®v) ; = " Wa-9va-R. 
”o .o 


also ıst 
OV w g ® 
. Jr (1-92), ya — KV) af (1—v?).Yy(I—k?.v 
"0 


iD . Wx . . 
und man hat, wenn man -—, mit € und — mit @ bezeichnet: 


a ’ „ * ( B 
(95.) e=snama ; / = sinam (‘ K), 


Man sieht leicht, dass 7’ eine rationale gebrochene Function ze" Grades 


von e ist. Es folgt nämlich aus (AXVM): 


5 I(n— 
I: EI) EL et A 2ru\ . 2rw 
snam(—-. K) = | + II: snam (a —— J) sinam ( a — 
» K n N 


0 


Wegen (41) ıst aber: 
sinam(a + a) sinam (a — a) 


sin®ame 


sinzam« 


— — 1 2 ” 
= sın am «2 1 — I? sin?am a .sin’am « 


v“ 
er — sin?tama 
u na" 2 ginamag .v 

sın'ama 1 — /?.sin’ama .v? 


folglich hat ınan: 


30* 
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. 7 ü _ 
sin am? (-, K) 











sin? ım 2 -w 
2 I/n— sınam —— 
ee ee Di BEN n 
= (—]) | + IT » sin’am o 
K n 2 
’ u 1 — 77. sin? am ® 
n 





oder, wegen (XXX und XXXI) 





‚v ‚ & h 
XXXIT. sinam(“ , X) 
' v 
ger ” ro 
5 4(n—1) sın?am 
—— u Il Be rn 
1 — 7° .sin?’am- a 
7 


und da unter dem Zeichen 77 im Zähler und Nenner }(n—1) Factoren von der 
Form 1— pe* sich befinden, so sind Zähler und Nenner ganze rationale Func- 
tionen n— 1!" Grades von e; also ist das ganze Product, mit Einschluss des Fac- 


tors c„ eine rationale gebrochene Function n!“® Grades von e. 


Die Gleichungen (XXI bis XXIX) lassen sich auf ähnliche Weise um- 


formen. Setzt man nämlich in (38 und 40), x + 1x statt x, so hat man: 


Iatyt a8 (e—-y+37) 


96.) 
( (2 +17) 9°(y) 
ı\ BAR m a Wr 
= — 1 — A? sin’am —“ . sin? coam - u 
k in | 7 ST |) 
r I en 1 
97, n(@t+y+im)nte—y+4m) 
. 7? (+1 17)0” (%) 


kn\,.. vr am DY 
.——r sın* coam — — sın“am —- 
kw\ sc st 


Dividirt man diese Gleichungen durch (38), so hebt sich links 9°(y), und 


(a +1) 8 „m 


es tritt der Nenner —; = -,f#am hinzu. Man erhält also, da 
FT) k T 


nz +y+sm).n(2—y+!n) h cos am - —( + ) cosam -Ü Y, 
._ Ü r Ein 
Yrty). dl —yY) h y e r 


a ae ray 7) ı 
; c Jam - A 
Hr+y).$le—yY) je ham (@ +9) . (a y; 


ıst: 
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10 w R I0T e 1 
cosam— (x + y) cosam — (2 — y) sin?coam — — sin? am —” 
gg TI 7t ni 
cz a. WE } wc? 
A: am — 1 — )? sin? am — sin?am — 
TT I ji 
ae y 
sin’am —- 
2 wz T 
BE Eu nei 
Te Si wc 
sin? coam — 
T 
er ERHE _ VEWRIE 
1 — k?sin?aın sin?am 
-T "LT 
’ wr 
sin?am - 
1 I 
Wr I x 
cos?am — sın’ coam — 
T Tr 
® wx .- wc we wy 
A? am — 1-— /? sin? am — » sin?am 
"T TI T 
wy DE» 
Setzt man daher: — u, — ad, 8 ereiebt sıch: 
ST 7 oO 
I sin?am « 
(98 cosam («+ a) cosam (« — a) — sin?coam a 
cos?ama 1 — 7)” sin? am a, sin?am« 


Aam(e + a). Sam(e — a) 1 — 7° sin?am @, sin?am «& 


(99.) 


A” ama 1 — k? sin?am a ‚sin’am & 


Vermöge dieser Formeln kann man, wenn man wieder sinam « = v setzt, 


die Gleichungen (XXVIHI und XXIX) auch folgendermaassen schreiben : 
XXXWV. cosam (, K) 





® 
1— 5 
. 2rw 
(nV) sin? coam 
= V(l-9).NM. - 
1 2m. Zrw , ’ 
1 — #° sin am. .o° 
n 


XXXV. am: (©, K) 


Ir 

1 e . P - 

sn) /L— %° sin? coam ”— +v 
n 


— yA-lR.®).ı. 





_ äZrew .„ . 
1 — 7° sin? am —— .v? 
n 


Bornim bei Potsdam, den 24. November 1852. 
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nl. 


Beitrag zur Theorie der Bewegung der Räder- 
fuhrwerke, mit Inbegriff der Dampfwagen. 


(Von Herrn J. P. @. v. Heim, Königl. würtemb. Oberstlieutenant a. D.) 


(Fortsetzung von Nr. 9 im vorigen Heft. ) 


Zweite Abtheiluns. 


Die dynamischen Verhältnisse der Dampfwagen; in ihrer Eigenschaft 
als Räderfuhrwerke betrachtet. 


Einleitende Betrachtuneen, 
$. 54. 


| )ie Ben egung der Dampfwagen ist, wie die des gewöhnlichen Räder- 
fuhrwerks, aus der, allen verbundenen Theilen gemeinsamen, fortschreitenden 
Bewegung und der umdrehenden der Räder zusammengesetzt. Während aber 
das Fuhrwerk durch die Zugkraft con aussen angetrieben und hierdurch vnittel- 
bar die Umdrehung der Räder hervorgebracht wird, wirkt bei dem Dampfwagen 
die zhm inwohnende Triebkraft zunächst auf die Räder, und es ist bei ihm die 
fortschreitende Bewegung eine Folge der umdrehenden. 

Im gleichen Sinne, wie beim Fuhrwerk ($. 1), ıst auch bei den Dampfwa- 
oen zwischen rollender und gleitender „ oder theilweise gleitender Bewegung zu 
unterscheiden. Bezeichnet N den Druck eines Rades auf die Bahn und f den 
Coefficienten der Reibung zwischen dem Umfange des Rades und der Bahn, so 
drückt das Product {N den Widerstand aus, den diese Reibung (der ursprüng- 
lich bewirkten) Umdrehung des Hades entgegensetzt, und welcher, (als eine 
Kraft, deren Richtung in die Bahnlinie fällt) der der umdrehenden Bewegung 
des Punets, in welchem das Rad die Bahn berührt, gerade entgegengesetzt 
ist, die fortschreitende Bewegung erzeugt. Zur rollenden Bewegung ist ein be- 
stimmter Werth von f\, eine Kraft A nöthig, welche, an dem genannten Be- 
rührungspuncte angebracht, die eben angegebene Richtung des Widerstandes 
{N hat. 

Ist nun /N — R, so muss die lineare Umdrehungsgeschwindigkeit des 
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Rad-Umfanges grösser als die fortschreitende Geschwindigkeit, oder die Bewe- 
gung des Rades, wenigstens theilweise, gleitend sein. Ist aber /V — R, so kann 


nur rollende Bewegung Statt finden, und ein grösserer Theil von fN als A kann 
nicht zur Wirksamkeit gelangen. Denn gesetzt dies wäre möglich, oder es würde 
eine grössere Kraft als /£ auf Verzögerung der Umdrehung des Bades und auf 
die fortschreitende Bewegung verwendet, so müsste, einerseits durch Beschleu- 


nigung der letzteren Bewegung, andererseits durch langsamere Umdrehung, die 


ip) 


Bewegung des Rades gleitend werden; aber so, dass der Widerstand der Rei- 
bung die der fortschreitenden Bewegung entgegengesetzte Richtung hätte, wo- 
durch augenblicklich eben diese Bewegung verzögert, die umdrehende des hades 
aber beschleunigt und so die rollende Bewegung wieder hergestellt werden würde. 

Aus diesen Betrachtungen folgt mit andern Worten, dass die rollende 
Bewegung, wenn sie möglich ist, sich von selbst erhält; dass diese Möglichkeit 
aber ein gewisses Maas des Widerstandes {N bedingt. Ist dasselbe nicht vor- 
handen, und tritt überdiess, bei unzureichender Stärke der Triebkraft, Verzöge- 
rung der umdrehenden Bewegung ein, so wird ferner der Widerstand f'V auch 
seine Richtung wechseln, und bald verzögernd, bald beschleunigend auf die fort- 


schreitende Bewegung wirken können ($. 64). 


$. 55. 


Von den verschiedenen zur Anwendung gelangten Arten der Verbindung 
der Räder an den Dampfwagen werden sich die nachfolgenden Untersuchungen 
zunächst auf diejenigen beziehen, bei denen die Triebkraft des Dampfwagens an 
vier unter sich gleichen Rädern, von welchen je zwei durch eine gemeinschalt- 
liche Achse gepaart sind, arbeitet, und jedes Rad des einen Paares mit dem in 
der gleichen Geleisespur gehenden Rade des andern Paares durch eine sogenannte 
Kuppelstange verbunden ist, so dass beide Räderpaare zusammen ein System 
bilden und gleichen Lauf halten. 

Ausser diesen Rädern, welche man Trerbräder nennt, sind gewöhnlich 
an den Dampfwagen, zur Unterstützung an ihrer vordern Seite, noch zwei andere, 
durch eine Achse verbundene Räder, denen man den Namen Tragräder giebt. 
oder auch zwei solche Räderpaare angebracht. Die Dampfwagen sind daher ent- 
weder vzerrädrig, oder sechsrädrig, oder achträdrıg. 


Um die dynamischen Verhältnisse der Dampfwagen durch Gleichungen 


auszudrücken, wird man dieselben, wie die Fuhrwerke ($. 5), als aus mehreren 
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Systemen fester Körper bestehend betrachten müssen, und kann zu diesem Ende 
die ganze Zusammensetzung eines Dampfwagens mit seinen Rädern als ein 
System ($. 8), und sodann die Räder als für sich mehrere besondere Systeme 
bildend ansehen. 

Ueber die Beschaffenheit der Bahn und die Lage der auf den Dampfwa- 
sen wirkenden Kräfte und Widerstände in einer und derselben verticalen Ebene, 
werden dieselben Voraussetzungen wie bei den Fuhrwerken ($. 4) gemacht, und 
als solche Kräfte und Widerstände, die Triebkraft des Dampfwagens, die Schwer- 
kraft, der Widerstand der Reibung zwisehen den Rädern und der Bahn, so wie 
der Widerstand zwischen den Achsen der Räder und ihren Lagern, und der bei 
der grössern Geschwindigkeit, mit der die Dampfwagen sich bewegen, nicht un- 
beträchtliche Widerstand, welchen die Luft der Bewegung entgegensetzt, in 
Betracht gezogen werden. 

Da die Wirkungen, welche Theile eines Körpersystems durch Druck oder 
Stoss auf einander ausüben, auf die Bewegung, welche dem System, als Ganzes 
genommen, durch diese oder jene Kräfte mitgetheilt wird, nur in so fern Einfluss 
haben können, als diese Wirkungen etwa Veränderungen der relativen Lage, 
den der Schwerpunct des Systems gegen dessen Theile einnimmt, zur Folge 
haben. und als etwa zugleich die Lage des Schwerpuncts auf die genannte Be- 
wegung Einfluss hat; und da hier ferner von den jedenfalls unerheblichen Verän- 
derungen, welche die relative Lage des Schwerpuncts des Dampfwagens während 
dessen Bewegung erleidet, so wie von der Reibung, welche an den Gelenken der 
verbundenen Theile Statt findet, abgesehen wird: so können auch die zur Ueber- 
tragung der Kraft der Maschine auf die Treibräder dienenden Bewegungen, 
welche den verschiedenen zu dieser Verrichtung bestimmten Theilen des Darmpf- 
wagens neben der fortschreitenden Bewegung eigenthümlich sind, bei der Bil- 
dung der Gleichungen , welche auf das dem ganzen Dampfwagen mit seinen 


\ädern urnfassende System Bezug haben, ganz unberücksichtigt bleiben, 


und es geht nur die Kraft der Maschine selbst in die Gleichungen ein, welche 


dem die Treibräder für sich enthaltenden Systeme angehören. 
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Erstes Gapitel. 
Der cierrädrige Dampfwagen ohne Tragräder. 
Bezeichnungen. 


$. 56. 


Die Buchstaben x, X, «a, f und g sollen in der für die Fuhrwerke (S. 7 
u. 9) angegebenen Bedeutung genommen und der Werth x soll von dem Puncte 
an gerechnet werden, in welchem das Hinterrad im Anfange der Bewegung 
die Bahnlinie berührt. 

P, bedeutet das Gewicht desDampfwagens, mit Ausschluss der Räder und 
Achsen; Ah den Abstand des Schwerpuncets dieses Gewichts von der Bahnlinie; 7 
den Abstand des Punets, in welchem das Hinterrad und die Bahnlinie sich be- 
rühren, von der Geraden, welche senkrecht auf der Bahnlinie durch den Schwer- 
punct geht, und e = /cosa—hsina den Abstand dieses Berührungspuncts von 
der verticalen Linie durch den Schwerpunct, 

4.0), ist das Gewicht der beiden Räderpaare, mit Inbegriff ihrer Achsen ; 
cı der Abstand zwischen den beiden Achsenlinien; r, der Halbmesser des auf der 
Bahnlinie gehenden äussern Umfanges der Räder; go, der Halbmesser der in den 
Lagern laufenden Theile der Achsen. 

2N seı der Druck der beiden Hinterräder | in senkrechter Richtung auf 

2 N, der Druck der beiden Vorderräder \ die Bahn; 

4 Rt, das Reibungs-Erforderniss zur rollenden Umdrehung der beiden Rä- 
derpaare (S. 54); 

pı der Coefficient der Reibung zwischen den Achsen und ıhren Lagern; 

K die Kraft, womit der Dampfwagen den angehängten Wagenzug nach 
sich zieht; 3 der Winkel, unter welchem sie wirkt (in dem oben (8. 7) angegebe- 
nen Sinne), und ncosf der Abstand des Puncts der Berührung zwischen dem 
Hinterrade und der Bahnlinie von der Richtung dieser Kraft. 

$ sei der mit der Bahnlinie parallele, der Bewegung des Dampfwagens 


und des Wagenzuges entgegentretende Luftwiderstand; mS das auf den eben 


genannten Berührungspunct bezogene Moment dieses Widerstandes: 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd, XLVI. Heft 3 3] 
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Systemen fester Körper bestehend betrachten müssen, und kann zu diesem Ende 
die ganze Zusammensetzung eines Dampfwagens mit seinen Rädern als ein 
System ($. 8), und sodann die Räder als für sich mehrere besondere Systeme 
bildend ansehen. 

Ueber die Beschaffenheit der Bahn und die Lage der auf den Dampfwa- 
sen wirkenden Kräfte und Widerstände in einer und derselben verticalen Ebene, 
werden dieselben Voraussetzungen wie bei den Fuhrwerken ($. 4) gemacht, und 
als solche Kräfte und Widerstände, die Triebkraft des Dampfwagens, dıe Schwer- 
kraft, der Widerstand der Reibung zwisehen den Rädern und der Bahn, so wie 
der Widerstand zwischen den Achsen der Räder und ihren Lagern, und der bei 
der grössern Geschwindigkeit, mit der die Dampfwagen sich bewegen, nicht un- 
beträchtliche Widerstand, welchen die Luft der Bewegung entgegensetzt, in 
Betracht gezogen werden. 

Da die Wirkungen, welche Theile eines Körpersystems durch Druck oder 
Stoss auf einander ausüben, auf die Bewegung, welche dem System, als Ganzes 
genommen, durch diese oder jene Kräfte mitgetheilt wird, nur in so fern Einfluss 
haben können, als diese Wirkungen etwa Veränderungen der relativen Lage, 
den der Schwerpunct des Systems gegen dessen Theile einnimmt, zur Folge 
haben. und als etwa zugleich die Lage des Schwerpuncts auf die genannte Be- 
wegung Einfluss hat; und da hier ferner von den jedenfalls unerheblichen Verän- 
derungen, welche die relative Lage des Schwerpuncts des Dampfwagens während 
dessen Bewegung erleidet, so wie von der Reibung, welche an den Gelenken der 
verbundenen Theile Statt findet, abgesehen wird: so können auch die zur Ueber- 
tragung der Kraft der Maschine auf die Treibräder dienenden Bewegungen, 
welche den verschiedenen zu dieser Verrichtung bestimmten Theilen des Daimpf- 
wagens neben der fortschreitenden Bewegung eigenthümlich sind, bei der Bil- 
dung der Gleichungen , welche auf das dem ganzen Dampfwagen mit seinen 

| 


Rädern urnfassende System Bezug haben, ganz unberücksichtigt bleiben, 


und es geht nur die Kraft der Maschine selbst ın die Gleichungen ein, welche 


Jem die Treibräder für sıch enthaltenden Systeme angehören. 
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Erstes Gapitel. 
Der verrädrıee Dampfwaeen ohne Trasräder. 
5 / 5 5 
Bezeichnungen. 


$. 56. 


Die Buchstaben x, X, «a, f und g sollen in der für die Fuhrwerke (S. 7 
u. 9) angegebenen Bedeutung genommen und der Werth x soll von dem Puncte 
an gerechnet werden, in welchem das Hinterrad im Anfange der Bewegung 
die Bahnlinie berührt. 

P, bedeutet das Gewicht des Dampfwagens, mit Ausschluss der Räder und 
Achsen; h den Abstand des Schwerpuncts dieses Gewichts von der Bahnlinie; 7 
den Abstand des Punets, in welchem das Hinterrad und die Bahnlinie sich be- 
rühren, von der Geraden, welche senkrecht auf der Bahnlinie durch den Schwer- 
punct geht, und e = icosa—hsina den Abstand dieses Berührungspuncts von 
der verticalen Linie durch den Schwerpunct. 

40, ist das Gewicht der beiden Räderpaare, mit Inbegriff ihrer Achsen; 
cı der Abstand zwischen den beiden Achsenlinien; r, der Halbmesser des auf der 
Bahnlinie gehenden äussern Umfanges der Räder; g, der Halbmesser der in den 
Lagern laufenden Theile der Achsen. 

2N sei der Druck der beiden Hinterräder | in senkrechter Richtung auf 

2 N, der Druck der beiden Vorderräder \ die Bahn; 

AR, das Reibungs-Erforderniss zur rollenden Umdrehung der beiden Rä- 
derpaare ($. 54); 

pı der Coefficient der Reibung zwischen den Achsen und ıhren Lagern ; 

K die Kraft, womit der Dampfwagen den angehängten Wagenzug nach 
sich zieht; # der Winkel, unter welchem sie wirkt (in dem oben (8. 7) angegebe- 
nen Sinne), und ncosf der Abstand des Puncts der Berührung zwischen dem 
Hinterrade und der Bahnlinie von der Richtung dieser Kraft. 

$ seı der mit der Bahnlinie parallele, der Bewegung des Dampfwagens 


und des Wagenzuges entgegentretende Luftwiderstand; mS das auf den eben 


genannten Berührungspunct bezogene Moment dieses Widerstandes: 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd, XLVI, Heft 3 3] 
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20. ;. l FEN 
— ki das Trägheitsmoment eines Räderpaares, mit Inbegriff der Achse, ın 


Bezug auf die Achsenlinien. 


#4 die Winkelgeschwindigkeit der Räder, in dem Sinne wie u ($. 7) ge- 


5 k? du, 
nommen, und =, ' 77; 


b die Länge des Arms oder Halbmessers ce (Fig. 5) der Kurbel, mittels 
welcher die, gewöhnlich durch eine Dampfmaschine erzeugte Triebkraft des 
Zugwagens an den Rädern arbeitet; 

/ die Länge der mit der Kolbenstange @e des Dampfeylinders verbunde- 
nen Kurbelstange ae; 

9 der Winkel, welchen der Kurbel-Arm ce in dem der Zeit 2 entsprechen- 
den Augenblicke der Bewegung beschrieben hat. Er wird, welche Lage der Kur- 
bel-Arm im Anfange der Bewegung oder für = 0 übrigens gehabt haben mag, 
von der (in der verticalen Ebene, die der Voraussetzung nach die Richtungen 
der einwirkenden Kräfte und Widerstände einschliesst,) durch die Achsenlinie 
des einen oder des andern Treibräderpaares, parallel mit der Bahnlinie gelegten 
Geraden en an gerechnet; so dass bei der Bewegung des Dampfwagens vorwärts, 
der Kurbel- Arm für # = 0, und so oft 9 ein Vielfaches von 360° ıst, hinter der 
\chsenlinie, für # = 180° vor der Achsenlinie, in diese Parallele fällt, und für 
# — 90” senkrecht über, für # = 270° senkrecht unter derselben steht. Nach 


h dUü 
dieser Bedeutung von # und der von u, Ist u = 5 - 
T dt 


Dei Druck auf den Kolben des Dampfeylinders, welcher als Triebkraft 
auf die Räder wirkt und dessen mittlere Richtung mit der Parallelen er zusam- 
menfällt, ändert sich, abgesehen von der wechselnden Länge des Hebel-Armes, an 
dem er arbeitet, mit dem Stande des Kolbens ım Cylinder, oder mit der Lage des 
Kurbel-Armes ce gegen die Parallele en. Das Gesetz, nach welchem diese Aen- 
derung sich richtet und welches von den den Ein- und Austritt des Dampfes ım 
Cylinder regelnden Einrichtungen abhangt, wird, obgleich es nicht allgemein nä- 
her angegeben werden kann, hier als bekannt vorausgesetzt (8.85). Es bezeichne 
T jenen Druck, wie er in demjenigen Augenblicke irgend eines Rad-Umlaufes Statt 
hat, in welchem der Kurbel- Arm senkrecht über der Parallelen zn sich befindet, 
und 70 eine Function des Winkels 9, welche jenes Gesetz ausdrückt und welche 


für #d = WW" gleich 1 wird. Hiernach kann für jeden Werth von 9 der genannte 
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Druck gleich T.F® gesetzt werden ; wobei noch zu bemerken ist, dass unter eben 
diesem Druck der wirksame Druck auf den Kolben, d. h. der Ueberschuss zu 
verstehen ist, um welchen der Druck auf die bei der Bew egung des Kolbens 
nachfolgende Fläche desselben denjenigen übertrifft, welchen die bei dieser Be- 
wegung vorausgehende Fläche des Kolbens etwa erleidet. 

Bei der dem Winkel # entsprechenden schiefen Lage der Kıurbelstange 
fällt von dem auf den Kolben wirkenden Druck 7, FP, der sich nach der Richtung 


ae, dieserStange und nach der auf der Parallelen en senkrechten Richtung «/ zer- 


id ’ . T.Fo 
legt, auf die erstere Richtung ein Theil = an und von dem letzteren, aul 





den Kurbelgriff des Rades sich übertragenden Druck in die mit der Bahnlinie 





T.FoO 
yarallele Richtung ee, ein Theil = - oseac = TF0: in die auf der Bahn. 
parallele Richtung ee, ein Theil = os... 05 ea T.F$; ın die auf der Bahn 
b. 
T.FO ‚sin 
linie senkrechte Richtung ek aber ein Theil=,,, „a csineac, d.h.=T.FO z es 
sn / (1-(;sind) ) 


B; FE 
indem sineac = zsin # ist, so dass der letztere Theil des Drucks und der Win- 


kel eac mit sın Ö zugleich Null und negativ werden. 
Für irgend einen Werth des Winkels # ıst daher der mit der Bahnli- 


nie parallele Theil der am Kurbelgriff des einen Treibrades arbeitenden Kral! 





der Maschine = T.F6, der auf der Bahnlinie senkrechte Theil derselben 
E_ 
‚sin () “ ’ Fe ’ 

— T Ft ‚ wofür zur Abkürzung 7. F}# gesetzt werden wird: und 


) 

, u. 2 
Y(1-(5 sin 0)') 

zwar hat (bei positiven Werthen) der erste Theil die Richtung nach vorn, der 


letzte Theil die Richtung nach unten: das Moment aber, mit welchem diese Kraft 


b J 
1 cos 0 


5. 2 - 
| (1-(;sind) ) 





dasRad um die Achsenlinie zu drehen strebt, ıst = 7. F9.bsınd.{ 1- 


wofür das Zeichen 7, F,# gebraucht werden wird. 

Alle diese Ausdrücke beziehen sich auf die Triebkraft des einen Cylinders; 
und da die Kraft des andern Cylinders an einem Kurbel- Arm arbeitet, welcher 
senkrecht auf dem erstern steht, so hat man zu 79, F\# und F,# je ein zweites, 
auf den andern Kurbel- Arm, welcher als der in der Bewegung vorausgehende 
angenommen wird, bezügliches Glied beizufügen, welches den Winkel # + 90° 


eben so enthält, wie das erste Glied den Winkel 9; was durch das an # ange- 


hängte Zeichen „, nämlich F0,, F}$,, F39,, angedeutet werden wird. 


3l* 
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D ıst der von dem einen Räderpaar, an welchem die Triebkraft der Ma- 
schine unmittelbar arbeitet, dem andern Räderpaar durch die Kuppelstangen 
mitgelheilte Druck oder Zug, dessen Richtung als stets parallel mit der Bahnlinie 
zu betrachten ist. Das Verhältniss, in welchem dieser Druck sich auf die beiden 
winkelrecht auf einander stehenden Kurbel- Arme eines Räderpaares vertheilt, 
wird durch die Zahl A bezeichnet, so dass X J) auf den in der Beweguug voraus- 
sehenden, (1 —A)D auf den nachfolgenden Kurbel-Arm kommt. 

Die Buchstaben E, F, G beziehen sich, in der für die Fuhrwerke in ($. 7 
u. 27) festgesetzten Bedeutung, auf die Hinterräder, die Buchstaben mit Beistrich 


En #1, @, in derselben Bedeutung auf die Vorderräder. 


RKollende Bewegung. 


S 37. 


Der vierrädrige Dampfwagen ohne Tragräder begreift zweı verschiedene 
Systeme von festen Körpern in sich, von welchen der ganze Dampfwagen mit den 
Rädern das erste und die beiden gekuppelten Räderpaare zusammen das zweite 
bilden (8. 55). Um jedoch die in die Gleichungen eingehenden Unbekannten 
in möglichster Vollständigkeit zu finden, ist es nöthig, jedes Räderpaar für sich als 
ein besonderes System zu betrachten. 

Wie bei den gewöhnlichen Fuhrwerken werden zur Construction der 
Gleichungen die Kräfte und Widerstände für jedes System nach der Axe der 
vw und der darauf senkrechten Richtung zerlegt, und deren Momente für das erste 
System in Bezug auf den Berührungspunect zwischen dem Hinterrade und der 
Bahnlinie, und für jedes der beiden andern Systeme in Bezug auf die Axenlinie 
des INäderpaares genommen werden. 

Die Achsen der Räder werden als an diesen fest, wie sie es gewöhnlich 
sind, und der gemeinschaftliche Schwerpunct jedes Räderpaares und seiner Achse 
wird als in die Axenlinie fallend ($. 6) vorausgesetzt. 

Werden die Gleichungen der Bewegung ım Uebrigen nach den Grund- 
sätzen aulgestellt, welche ın Bezug auf die Fuhrwerke ($. 8, 28) Anwendung fan- 
den, und wird zunächst angenommen, die Kraft der Maschine arbeite unmittelbar 
an den Vorderrädern. oder die Kurbelstangen seien an diesen angebracht und 
die Hinterräder würden mittels der Kuppelstangen ın Bewegung gesetzt, so erge- 


ben sıch folgende 
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(G.) Gleichungen für die rollende Bewegung 


R u . . dx , 
der vierrädrigen Dampfwagen (beı welcher Bewegung ru, — Fr oder U, =(sı=-r,)X 


ist), für irgend einen Augenblick derselben: 


1) — AKcos$? — S+4R, — (P,+40,)(sina+A)=0, 

2) - Ksn? + 2(N + N) — (P,+40,)cosa ==, 

3) — ncosß.K+cP,+(acosa — 2r, sina)20, — a.2N, — mS 
—(hP,+4sO0)A =V. 


4) 2 EG —y)+D— 20, (sina-+ A) —(, 
5) —2El+9,GC)+2 N — 20,cosa == ®, 
6) — 9191: 2EV(l+G°) +5 D[Rrcosd + (1 — N)sin 9] — 20, (1 —r)X =0, 
7)2E(G,—- y)+4hk,— D+T.F9,—20,(sina+ X) == ®, 
s),—2 E(l-+yı G)+ 2N, — T.F9,— 2(),cos Ü. == ®, 


9) — 991.2 E,Y(1+ GI) — ar iy—b DIR cos0 + (1— NR) sin + T.F,9, 
— 20, (ss -)AÄ=V. 


Diese neun Gleichungen dienen, für einen gegebenen Werth von % (und K als 
bekannt vorausgesetzt), zur Bestimmung der neun Unbekannten X, #, D, \, N, 
E, E, @. G,, und während die in die Rechnung eingehenden Umstände und Be- 
dingungen nicht ausreichen, zugleich, um diese ebenfalls unbekannte Verhältniss- 
zahl % zu bestimmen, 

Die beiden Kräfte 4}, und D wirken gemeinschaftlich auf die beiden Rä- 
derpaare, so dass 4 R,—D auf das vordere, J) auf das hintere Käderpaar kommt. 


Durch Addition der Gleichungen (4 u. 7,5 u.8, 6 u. 9) erhält man: 
4)2E(G —y)+2Ek(@, —y)+tA4AR,+T.Fo, — 40,(sina-+ A) —(, 
5) —2El +96) — 2E,(l+9G@)+2(N+N)— T.F0,—40,cosa —=0. 
6) -2p a [EV + G?) + EYVA+GN))-an K,+T.F9,—-40 (1 -r)X =%: 
und diese drei Gleichungen sind, wie leicht erhellet, eben wie die Gleichungen (1, 
2,3), ohne Unterschied für die beiden Fälle gültig, es mögen die Vorderräder oder 


Hinterräder zunächst von der Treibkraft der Maschine angegriffen und ın Bewe- 


gung geselzt werden. 
Wird nun ferner vorausgesetzt, F verhalte sich zu F,, wie E zu E\, oder 


G sei=G, (was im Allgemeinen darauf hinauskommt, den Werth der unbe- 


stimmten Zahl A dieser Bedingung gemäss anzunehmen: eine Voraussetzung 
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die um so weniger einen wesentlichen Irrthum veranlassen kann, als bei Ver- 
nachlässigung des Widerstandes der Reibung an den Achsen, dessen Moment 
gegen das der Triebkraft im Ganzen genommen jedenfalls wenig beträchtlich ist, 
so dass die Entwickelung der Grössen E, E,, F, F, zur Auflösung der Aufgabe 
gar nicht nöthig ıst, oder als diese Grössen nur durch die Reibung an den Ach- 


sen auf die Bewegung Einfluss haben können), und setzt man zugleich E+E, —=E,, 
Br Ai u. 
F+F=FR,, 7 = 6;: sowird auchG, = G = G, und die Gleichungen (4,5,6) 


vereinfachen sıch auf: 
(4) +2 E(%,—y) +4, +T.F6,—4OQ,(sina-+ X) —(, 
5) —2E,(l1+y9%)+2(N+N)— T.F 9, —40,cosa—=ß0, 
(6) — 991-2 E,Y(1+6G) —Ar K+TF9,—-40 (sr) = 0. 


Als Unbekannte der Aufgabe sınd nunmehr die fünf Grössen X, R,, N+ NM, 
E, und F, zu entwickeln; wozu die fünf Gleichungen (1, 2,4, 5 u. 6) ausrei- 


chen,nach deren Entwickelung die Grösse /\, aus (3) sich ergiebt. 


$. 58. 


Wird nach der Analogie der gewöhnlichen Räderfuhrwerke ($. 16), um 


die Gleichung (6) linear zu machen, 


l+gı G. . Y 

- G? z ıch - 1° — 
Vd+gi statt / (1 + G?), und zugleich _ ya o- = iu, 
so wie ferner 


2E,(G,-y)=F}. , 2k,(l+y96G)=Z, 


(wodurch ar. = ar : , 2R= L nt ,G= a -Y, 7 wird,) 
sesetzt, so erhält man aus den Gleichungen 

03): Y,=- Kcosß-S-1.P9,-P, (ana+ X), 

(2 u. .d): Z, = +P,cosa+Ksmß-T.F9., 


(4 u. 6): 8,— u 40, (sin a + - x)- T(,.F. 6, +F9,), 


I 
tv 


und hieraus: 


1‘, 


-F,9,+ u, F,0+)—(P, +409,)sin«e — u,P,cos@e — S— K(c0sf + u, sin?) 
A 





P,+41"0 


r, 


c] 
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Pı( Tr, ‘Fr OO, + F9,) . u, if c0Sc—+ K sin $ — ya F, () +) 


+40, („Kos ? +P,sine+S-+-T.F9,)—P, sine) | 





-/,— 


u 


$ 
P, 4 : 0, 
wozu Z, = P,cosa + Ksin?— T.F,9,, 


und aus (6): AR, = T,F9.B0,) up, cos + Kin) -4Q( -1 )A, 
aus (d) 2 N+N,) = (P, + 40,) cosa + Ksin $ 
kommt. 

Diese Ausdrücke, so wie die der Grössen Mund N, einzeln genommen, so 
wie sie aus der Gleichung (3) folgen, genügen, vermöge der auch hier anwend- 
baren Erörterungen ($. 13), unter den Voraussetzungen, das @=G, und R 
bekannt sei, den Gleichungen (G) vollkommen, wenn man an die Stelle von 


fı9ı 


5 gs FE 
V(E +1) ım Exponenten 4, = „VA+g) 


p,0 er 2 2 2 1,0 2 

a ER +H +-)) 
ule UTZEIOTUSSE — x 
Do Br+ 6? 





setzt, ın welcher 


P l y y [3 
3, =-<HI TI-.F0,+F9,)-40, sina 
U, r Tr, 2 u ' cl 


- u { ; a r , 
4, y (A cos +P,sna+S+T.F%,), 


. s, 0 
GG 1+4 5 P, und 
l L 


Y,=P,(P,cosa+ Ksn? —T. FP,) 


ist. 
Zugleich mag noch bemerkt werden, dass, wenn näherungsweise 
aa ya 
yAt+rgyı) yv(l+y})) 
angenommen (wird unter welchen Annahmen die Voraussetzung G = G, zur 


Auflösung der Gleichungen (G) nicht nöthig ist) in den beiden Fällen, es mögen 
die Vorderräder oder die Hinterräder die zunächst von der Triebkraft angegriffe- 


oO 


nen sein, für die Grössen X, 4 R,, N, N, dieselben Ausdrücke, wie sie oben ent- 


wickelt sind, gefunden werden und nur die Ausdrücke der Unbekannten 
2K(G—- og) .» 2E,(G,—y,) und D die Verhältnisszahl % in sich aufnehmen ; 
wogegen jene der übrigen Unbekannten A,4Rt,,\, N, 2E(1+9,G), 2E,(1-+y,G,) 
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als unabhängig von dieser Zahl sich ergeben, welche dann erst bei der Verbesse- 
rung jener Annahmen, die sich durch ein dem wiederholt gezeigten ähnliches 


Verfahren ausführen lässt, in die Ausdrücke der letzteren Unbekannten eingeht. 


$. 59. 


Um aber noch die Kraft 77, zu finden, mit welcher der Dampfwagen den 
angehängten Wagenzug nach sich zieht, erhält man eine weitere Gleichung, wenn 
man den im vorigen Paragraphen gefundenen Ausdruck von X dem der rollen- 
den Bewegung des Wagenzuges entsprechenden, wie er es sein muss, gleich setzt. 

Dieser letztere Ausdruck ist, nach ($. 52), wenn der Rad-Effect-Exponent 
4 für alle Fuhrwerke des Zuges denselben Werth hat, und wenn der Winkel ß, 
unter welchem die Zugkraft wırkt, entweder ebenfalls für alle diese Fuhrwerke 
oleich gross, oder auch bei den auf das vorderste folgenden Fuhrwerken gleich 
Null ist, wenn ferner unter {P} die Summe aller zum Wagenzuge gehörigen 
Lasten, wie P, und eben so unter )P +40} die Summe aller ihm zugehörigen 


OÖ 


Grössen wie P+40 u. s. w. verstanden wird: 


\ K (cos? + usind) —u!Pi cos«e— !P+40| sine 
== s j) .ö a 
2 — 
1P+4:0} 
und durch Gleichstellung dieser beiden Ausdrücke von A ergiebt sich, wenn 
überdiess der Kürze wegen PX statt a;P}cosa+ |P+40!|sina geschrieben 
wird! 
5 at n a u j / s ’ 
1P+ 1 0,(1 E -F30,+u,F,6,)—(P,+49,)sin a—u, P,cose-S)HPıta, 9,)'B 


K= j > $ \ ) " ) > S, ) . : ’ 
ıL +4, 0 (cos? + u, sin?) +(P, + 4 0,) (cos + usın $) 
I 





und sodann 


rm 1 y Y . a ° 
(7 & F,9 ,+u,F,9,.)—(P,49,)sine—u, P,cose—S)(cosP+usind)— !B (cos? + u, sin?) 
1 





Az r 
P+4- 0 P(cosß + usind)+(P, + 4. 0,)(cos? + usin/) 
h 1 


fıPı : 
= — - entwickelt 
rV(A+Y2) 


ist, kann die nach dem vorigen Paragraphen zur Ergänzung desExponenten 4, an 


Nachdem auf solche Weise die Grösse Ä für «u, = 


die Stelle von | (l+ Y7) zu setzende Wurzelgrösse dazu dienen, den Grad der 


Genauigkeit des so genommenen Exponenten zu beurtheilen und, wenn es nöthig 


denselben, so wie eben dadurch die Grösse Ä selbst, auf dem früher angedeute- 
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ten Wege zn verbessern. Und zu gleichmässiger Ergänzung des Exponenten 4 


in X kann man (nach $. 32) die Ausdrücke 
' 1 
Y—- |Pisina+ (X cos? — }P!\sin u), 


6—=1+ ode 


4 = )P!.(jPlcosa— Ksin ?) 


anwenden. 

Durch Elimination von Ä aus Y,, Z, etc. lassen sich zwar die Grössen 
A, Br 6, U, B, 6 auf eine Form bringen, in welcher die Exponenten « und «;, 
für sich, (wie beim vierrädrigen Fuhrwerk erster Art ($. 31, 32), ohne dass X 
dabei in die Rechnung eingeht, allmählig verbessert werden können; wegen der 
grössern Weitläufigkeit der Ausdrücke von X, B,, ©, etc., in jener Form, über- 


gehen wir hier jedoch die Darstellung derselben. 


$. 60. 





Werden die Gleichungen ((G) 1, 2, 3, 4. 5, 6), unter der Voraussetzung, 
dass die Beschleunigung der Bewegung oder die Grösse X. für einen bestimmten 
Werth des Winkels # gleich Null sei, aufgelöset, wobei die Druckkraft 7’ statt A 
in die Reihe der zu suchenden Grössen tritt, so ergiebt sich aus den abgeleiteten 
Gleichungen ($. 58): 


N (P, +40 )sin« + m P,cos@e + S+ A (cos? + u, sin?) 
> 


, 


ln J 
F,0, + u,F,0. 
nr 


wenn 7, den besondern Werth von 7’ bedeutet, welchem A=0 entspricht; ferner 
—F, = Kcos?+P,sna+ S+F9,.T,. 
+2, = P,cosa+ Ksin? — FiP,. e; 
womit zugleich +4, = (P,+40,)sına.cosß + S. 


2(N+N)=(P,+40,)cos@ + Ksin ß, 


und mit Hülfe von (3) auch N und \,, einzeln genommen, entwickelt sind. 


icırı 
Du 


r zu X = 0 gehörige rth von AK ıst = .— 
Der zu A= 0 gehörige Werth cos? + u.sinß 


3ei der Ergänzung des Exponenten «,, welche sich, G=G, angenommen, 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd, XLVI. Heft 3. 32 
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wie bei der Auflösung im vorigen Paragraphen bewerkstelligen lässt, muss man 


in der angegebenen Wurzelgrösse, 


.F30,+ FO, vn 
YB—=— y (Kcos? + P,. sına+ 5) — Ten 40, sin«, 
A +1 ; 
. FO, F\ 6 
G,=+- yy (P,cosa+ Ksın d) — - r -(Kcos?+(P,+40,) sina+S), 
“A 1 j 
U =—Fb,.(P,cosa+ Ksinf) — F$,(Kcos$+P, sin a + S) 


setzen, und eben so, in Bezug auf den in Ä vorkommenden Exponenten 4, 
nach (S, 31): 


40 1401| 
en ABR. a) a I. Bu _ Di. 9 
= 7, sına.csß „ b=1 y sına.sın? „ U = }Pjcos(a+P) 
annehmen. 
$. 61. 


Beı der Auflösung Im vorigen Paragraphen wurden für X = 0 die Grös- 


4R 
an \ NY NV “ 1) x dm 1 — En 1 
sen 4/2, N und N, daher auch der Reibungsquotient IN+2N. als unabhängig 


von 0, gefunden, nicht aber die Druckkraft 7), weıl die Function FD Fo, 
1 

wenn auch die beiden Kurbel-Arme, an denen die Triebkraft der Maschine arbeı- 

tet, winkelrecht auf einander stehen, im Allgerıneinen noch den Winkel # ent- 

halten wird. Eine Gleichförmigkeit der Bewegung, wie sie in andern Fällen der 

Voraussetzung A = 0 zum Grunde liegt, und die Beständigkeit der Kraft 7, 

können daher nicht eigentlich mit einander bestehen, sondern nur in einem etwas 


erweiterten Sınne kann der Begriff der Gleichförmigkeit hier Anwendung finden. 
PER . 
Man kann sich nämlich die Kraft T(, Id, + Au F9,), welche nach der 
1 


relativen Grösse des Winkels 9 im Kreise, sich ändert, durch eine andere Kraft 
ersetzt vorstellen, welche, am Umfange der Räder angebracht, einem solchen 
Wechsel nicht unterworfen und übrigens so beschaffen ist, dass die während 
eines Umlaufs der Räder durch sie hervorgebrachte Zu- oder Abnahme der 
Umdrehungsgeschwindigkeit nach jedem Umlaufe eben so gross ist, als durch die 
Wirkung der ersteren Kraft. Diese eingebildete Kraft, welche, auf die beiden 


Räderpaare gerechnet, mit 27” bezeichnet werden mag, ist unvceränderlich, wenn 


die Umdrehungsgeschwindigkeit, von einem Umlaufe zum andern, entweder um 
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gleich viel zu- oder abnimmt, oder sich nicht verändert; und in diesem letzteren 
Falle kann die Bewegung als gleichförmig angesehen werden. Wenn dagegen 
der Unterschied, um welchen die Geschwindigkeit während eines ganzen Um- 
laufs zu- oder abnimmt, von einem Umlaufe zum andern nach irgend einem 
Gesetze sich ändert, so ist die Kraft 27 ebenfalls veränderlich, und daher als 
eine Function der Geschwindigkeit, oder des zurückgelegten Weges, oder der 
absoluten Grösse des Winkels # zu betrachten. 

Zu näherer Bestimmung der ersetzenden Kraft 27” führen folgende Fr- 
wägungen. 


; 0°’ x Bi i . 
Die Gleichung aa = gA lässt sich, bei rollender Bewegung des Dampf- 


ot 
fı9, 


— -- genommen wird). auf die 
r,| (1 +g,) ® 


wagens und des Wagenzuges, (wenn Aty 


Form 
ou 


Me 


1 Y Y 7 
= 4.T(,.9,+4uF9,)— B- Hu 
1 


bringen, wo A, B und H Grössen vorstellen, die von z,, # und / unabhängig 
sind, und das Glied //u} auf den, dem Quadrate der Geschwindigkeit proportio- 
nalen Luftwiderstand sich bezieht. Die Kraft 7’ wird zwar ım Allgemeinen mit 
u, sich ändern, kann jedoch bei der vorliegenden Frage ohne erheblichen Fehler 
als während eines Umlaufs der Räder sich gleich bleibend angenommen werden, 


. raly) . . . “ y . .. ® 
Mit u= 5 multiplicirt, geht diese Gleichung über in: 


a , 
(N) wau+(B+MHuW)o0 = A.1 (. Id, + u F,0,)o Ö. 
ı 


Wird unter e die Grundzahl der natürlichen Logarithmen, und unter & 
irgend eine ganze Zahl verstanden, so ist das Integral der letzteren Gleichung, 


so genommen, dass u, = u, ist, für # = &.2r: 
r£ m “ / 1 \ q. 
(0.) (B+ Hu).e"” = (B+ Au). ec" +2 HAT. fe (, .F,0,+ 1 F,0,)09: 
1 
e H—_2r 
und wenn die Kraft 27, welche als eine von # unabhängige und, so wie 7, wäh- 
rend eines Räder- Umlaufs auch mit x, sich nicht verändernde Grösse voraus- 


gesetzt wird, an die Stelle von 7 (- F9,+ 1 F,9,) tritt, ıst: 
1 


. 


(P.) (B+Hu).e" = (B+ Hu). "+AHAV Ve"? ‚90. 


a2: 


Soll nun, der oben angegebenen Bedingung gemäss, die Geschwindigkeit 


32* 
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u, nach Vollendung eines Umlaufs, oder für d= (e+1N)2r, gleich gross sein, 


2 > r l rY\ , 
die Umdrehung mag durch 2/ oder durch ih F39,+ 1 F,0,) hervorgebracht 


werden, so muss 








247 jer(} .F,9,+ 44 F,9,)00 = 2V. ee" (e"—1), 
ort Hr 
sein, woraus 
» Me tH Auf „m A ’ 
22V = gr] | 2r(2.F.0,+ 1 F,9,)06 folgt. 


2Zr(e+l) 278 
Setzt maı = 2me+P#, und erwägt, das F9 = F%, ist, oder nur von 
der relativen Grösse des Winkels # im Kreise abhangt, so findet sich, dass 
die Zahl e in diesem Ausdrucke von 27, wie es sein muss, wegfällt, also gleich 


Null angenommen werden kann. Man hat daher 


1 


e,,_ 


“is 





EA > % 
Vin fer(‘ .F,0, + u Fı0,)00: 
os 
und diese Kraft 27, welche für 


v_ Di. 
H=V0 auf 5- Te .I59,+ uFi®, )o# zurückgeht, 
ui 1 


27—0 
bringt nach jedem Umlaufe dieselbe Zunahme der Geschwindigkeit hervor, wie 


nd vl i 0?x 
die Kraft 1’ .F6,+ .uF®, ): also ıst in der Gleichung ap = 3A der von 
Tr ” ‘ ı 


az 2H u j 
# wunabhänsıce Coefficıent ur fer() .F,9, + u F9,) 00 mit der 
Ä / m u 1 
270 


oO 


’ B i 37704 
Function nn F,0, + «u F,9, äquivalent. 


Wird demnach, wie im Folgenden geschehen wird, in den aus den Glei- 


chungen (G) abgeleiteten Ausdrücken von X\,K,4AR,. N und N, ($. 58 u. 59) 
jener Coeflicient statt der letzteren Function, oder 27 statt r(,. F,0, + 1 F,0,) 
L 


gesetzt, so werden die Ausdrücke dadurch von derjenigen Veränderlichkeit, 
welche auf die während des Umlaufs der Räder wechselnde relative Lage der 
Kurbel- Arme Bezug hat, befreit, und können sodann, nachdem der Kraft 2Y,, 


oder 7, derjenige Werth gegeben ist, welcher A zu Null macht, als der gleich- 


fürmigen Bewegung angehörig betrachtet werden, 
Bedeutet 27, diesen Werth von 27, so ıst 
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27, = W gr (Pı+4Qysinat un P cosa+S. 

Hiebei ist indessen zu bemerken, dass die Kraft 27, obgleich der Win- 
kel 9 für sich in ihrem Ausdruck nicht enthalten ist, sofern sie, so wie 7" ım All- 
gemeinen mit der Geschwindigkeit «1, sich ändert, als eine Function von 1,, und 
also auch als eine implicite Function der absoluten Grösse des Winkels # zu 


betrachten ist. 
$. 62. 
Wird die Triebkraft 27’ in die beiden Theile 277, + 2, getheilt, von 


welchen 277, auf die gleichförmige Bewegung mit einer bestimmten Geschwin- 
digkeit sich bezieht (wegen des Luftwiderstandes ist die zur gleichlörmigen Be- 
wegung nölhige Kraft bei dem Dampfwagen nicht, wie beim gewöhnlichen Räder- 
fuhrwerk, bei welchem jener Widerstand unberücksichtigt geblieben ist, unab- 
hängig von der Geschwindigkeit der Bewegung, ), und werden die in den (SS. 99 
u. 59) entwickelten Grössen ebenfalls in die entsprechenden Theile zerlegt ($.15), 
so findet man, indem man die dem Theile 277, zugehörigen Theile dieser Grös- 
sen zur Unterscheidung in eckige Klammern einschliesst und den Nenner von 


A und K in (59), nämlich 
|P+ 120, (cos + u, sın d) + (P, +4 0) cosß + «usın ?) 


der Kürze wegen mit N bezeichnet: 


. N . n 2», 
A = (cosf+ usinP).% » 
ä dR \ sr \ s 2 
we Io =-—- — P-HA.0! <<» 
I (A]+72 yy2#1 <= cosß+usingt \# + 1,0\ N 
daR), hd 


4h, = [4h,]+ = (P,+40)sna+S+ c083? + usin? 
2v; 


| | 
+(jP + 4,0\ 0058 + (Pı + 401) c0sß + sin ) ® 


d(2v,“ 


HNAH u... MEN), 
2(N-+- N) =[2N+2N]+# d(2V) -2o, 
‚Pisin? 
cos 9 + u sin? 


. s 0: 
=(P, +40,)cosa+ + P +4 Ü sın = 


r 


Diese Ausdrücke zeigen, dass die Beschleunigung der Bewegung der Grösse 


2r, proportional ist, und dass die Grössen K, AR,, und bei positivem Werthe 
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des Winkels 5, auch 2(V-+N,), mit der Beschleunigung zunehmen; so dass diese 
Zunahmen sich verhalten wie die Beschleunigungen. 


Wiırd zu weiterer Abkürzung 


. i 2(N+-N 
der Reibungsquotient — ı) mit PR, 
1 
(AR s a) .. ER 
% -7Q r 1) = |P+ 4 0) cosß + (P, +40, (cosf + wusın $) mit $, 
1(2N-+2N,) $ i , 
%. d@2V) =— {pP +4 o sın P mit 2% 


bezeichnet, so ergiebt sich: 
R,=[R,]+ 3 an ie 
| 2N+2N\] ' 
welcher Ansdruck, da der Factor von 2e, im zweiten Gliede wesentlich posıtıc 
ist, zeigt, dass die beschleunigte rollende Bewegung einen grössern Werth des 
reibungscoefficienten f erfordert, als die gleichförmige, wenn sie nicht in theil- 


weise gleitende Bewegung übergehen soll. 


63. 

Wegen der vom Winkel « abhängigen Veränderung der gesuchten Grös- 
sen ist zuvörderst einleuchtend, dass dıe Kraft 27”, , so wie auch, für eine be- 
stimmte Beschleunigung, die Kraft X, mit @ zugleich wächst, oder abnimmt, die 
der Beschleunigung proportionale Grösse A aber für einen bestimmten Werth 
der Kraft 2/ abnimmt, wenn « wächst, und umgekehrt. 


In Bezug auf den Keibungsquotienten R, ıst für gleichlörmige Bewezung: 


dlR daR, ‚d[2N+2N)] 
in | —- 2 N +2” =[2N-+2N)]° — [4] [ ne 

dlAH cos? 
und u ge = (P,+40,)cosa+(}P+40| cosa — u}Pjsina) FT TE 
den Luftwiderstand $ als unabhängig, von « angenommen, ferner: 
d(2N-+-2N,) g sın 7 
ge —= — (P, +40,)sina+(|P+40|cosa — u,P\sin a) 005 Bus 

| u I yI. a > | (P+40\c0s? + u(P)sin? 
daher [2N +2 =(Pı+4Q)(Pı +40 + rn) 

d[2N+2N i abe Ger ’ ia 
—;5 | 2 wesentlich positiv; der Reibungsquotient nimmt daher für 


gleichlörmige rollende Bewegung mit & zugleich zu und ab. 
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Für beschleunigte Bewegung hat man 


d(AR,) _ dIAR] 3 dev) 


de de ty da 
d(2N-+2N)}) zu a[2N+2N] 2 3 d(2v,) 
da 2 ac ROoda 
en ‚  d(2N+2N,) 


wi‘ ae N+2N), oder ” N +2N,) —4h,.:. Erw ‚findet sich 


am, 


2» (2 d|AR,] Neon), K2v,) SI2N:2N, |-VIAR, . 
a & da 


‘ BB Er 
[2Y + 2N,] 7 % da R 


wobei sich zwei verschiedene Fälle unterscheiden lassen: 


Erstlich. Entweder kann man die Beschleunigung als bestimmt, odeı 
o» (= —TVij)als nach « uneeränderlich annehmen, so dass / um eben so viel 


j ’ . ’ \ 2 d(2v,) 
als 7, mit « zugleich wächst undabnimmt. In diesem Falle ist = “ gleich Null; 


ei 


das dritte Glied des letzteren Ausdrucks fällt weg, und da das zweite Glied, ın 


welchem für den Factor 


— 


RT: 7 2 da 


d{4R d[2N+2N, (\ R 
ee 3. = (P,+4Q, (\P+420fsin (a +8) 


+ (P,+40,)sina(cosß+ usin? — A P+4Q0}cosa — u) Pisin«a) sin 5) 


gefunden wird, gegen das erste Glied jedenfalls verhältnissmässig klein ist, so folgt, 
dass für eine bestimmte Grösse der Beschleunigung, bei an- und absteigender 
| RRERERE = | | E | 
Bewegung, Pa positiv ıst und der Reibungsquotient mit dem Reibungswinkel & 
zugleich zu- und abnimmt, 
Zweitens. Oder man kann die Treibkrafi 27 als nach « beständig anneh- 
! ’ P d(?2v,) d(2V,) 
men, so dass c, kleiner wird, wenn « wächst, oder dass — = -7, und 
(L 


folglich wesentlich negativ ist. In diesem Falle hat man 


IR ga nr = Rlaya any + 72 (g ER) _ g dRN-2N) 
_ SI2N+2N]-8UR,] d@V) 
An da 
oder, da 2/,=[4R)-+ [2 N +2] — u.40cosa , 
d(2V)) _di4R,] d[2N+2N,) 


44.40, sina ıst: 


da da rau. da 
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AR, 5) VD N o_d R,] 


Sru\ , 2Viu,4Q,cosef_ diAR, 1. gal2N+2N] 
da‘ 1) — de J )+ r. 2 | ) 


[2 N+r2N,?(ı1- Sr, da 


IN. = \ 
— th. 5 sina(3[2X+2N,|—2[4AR)): 


R + u + x $ı 4 O, n . n 2 . a] . 
wel1—-—g- #1, — 1) (cosß + sin?) ıst und die Glieder mit dem 
- 1 


R 
dR, 
Factor 4.40 bei Benrtheilung des Vorzeichens von = ausser Acht bleiben kön- 


nen, weil sie sich nahezu gegenseitig aufheben. Denn es ist 


“ a d|4AR,| > > cos} 
[4 R,]sina+ 7, cosa —= Ssına+P, +40, +/P+40.. cos@+ usinß 


d[2N+-2N\}] sın 9 


D, we u > 

2N+2N]sına+ 2 csa—=;|P+40.. c0s3+ usinß und 
[AR ![2N+2N, } 

N fe (il A R,|sın a + Cosa) 3 ([ 2N-+2N,]sina+ er "cosa) | 


u,.40. | (f: | 
— "sin 8(Ssin a IP+1,0|+ 6 1)a0 CP, +40)): 


Für den Zweck dieser Beurtheilung genügt es daher, 


dh 40, d|R 


![4R gl 2N-+2N, 
Pr (2N2N,)= Sn e -1)( (cos; It,usın) B) u hun. | ar) 


anna 
ie EN PERTT u 


OR] 02 N+2N)] 


zu setzen, und da der Factor % ‚ dessen entwickelter Aus- 


O« “* 0a 
druck unter (1) angegeben ist, wenn der Winkel 5 wie gewöhnlich sehr klein ist, 
bei positivem «a als positiv, und bei negativem «a als negativ gelten kann, so lässt 
sich schliessen, dass für einen bestimmten VVerth der Kraft 2V', beı positiven 
OB, 


Werthen des Winkels «a, oder beim Ansteigen, ,, 


als positiv, oder der zur be- 


schleunigten rollenden Bewegung gehörige Reibungsquotient als mit « zugleich 
zu- und abnehmend zu betrachten, bei abstergender Bewegung dagegen, nach 
Massgabe der relativen Werthe der verschiedenen gegebenen Grössen, insbeson- 
dere der Kraft 2/, die wiewohl entfernte Möglichkeit des umgekehrten Falles 
vorhanden ist; nämlich, dass dieser Quotient, welcher bei stärker werdender Nei- 
cung der Bahn abgenommen hat, wieder zunimmt, wenn der negative Werth 


oO 


des Winkels a ein gewisses Mass überschreitet. 
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Die zur gleichförmigen rollenden Bewegung des mit dem Wagenzuge 
verbundenen Dampfwagens erforderliche Triebkraft 277, welche abnimmt, wenn 
der Winkel « kleiner wird ($. 63), kann für negative Werthe von « Null und 
negativ werden; und denjenigen Neigungswinkel «, unter welchem der Dampf- 
wagen durch die Wirkung der Schwerkraft allein, ohne der Beihülfe der eignen 
Triebkraft zu bedürfen , mit einer bestimmten, beständigen Geschwindigkeit sich 
rollend abwärts bewegt, giebt die Gleichung 27/7, = 0, welche, wenn D, N. © 


von a unabhängige Grössen ausdrücken, die Form 


(o.) Dcosa, +Nsınaa+S=0 
\p) 
annimmt, und aus welcher, wenn zugleich 5; = tangd gesetzt wird, sin (a, + 0) 
= „, 
= — „jycosd folgt. 
Für «= a, ist 27 = 2r,; und wird der negative Winkel « kleiner als 


%, d. h., vom Vorzeichen abgesehen, « grösser als «,, so wird auch 27, negativ 
und 2e, grösser als 27°. Der Dampfwagen bedarf, indem er in die Verhältnisse 
der gewöhnlichen Räderfuhrwerke tritt, der Triebkraft der Maschine zur beschleu- 
nigten Bewegung nicht mehr, und aus der Gleichung 2/, +20, = 0 wird für 
einen solchen Neigungswinkel die Beschleunigung, mit der er ohne Zuthun die- 
ser Triebkraft abwärts rollt, oder auch für eine bestimmte solche Beschleunigung, 
der entsprechende Werth des Winkels « gefunden. 

Bei abnehmendem « wird mit 277, zugleich auch [4 A], (das Reibungs- 
Erforderniss zur oleichförmigen rollenden Bewegung) kleiner, und da für «, = 0 
dieKraft 27, in [A AR, | übergeht ($. 61,62), so gilt die Gleichung (0), wenn in O 
und N der Exponent 4, gleich Null gesetzt wird, auch für AR,|=0. Bezeich- 
net a, den Werth des Winkels a, welcher [4 #,] zu Null macht, so ıst «,, eben- 
falls negativ, wie a,; aber «,, ohne Rücksicht auf das Vorzeichen genommen, 


ist noch etwas kleiner als «,, oder für «=a,, ıst 27, noch grösser als Null, näm- 
sin 3 

5 a EM 'D a. m _ s ER 

lıch = “(l ‚cosa, + N P+40Ysina,+ uf 005 @,). + u . Fü 

«=a,und2/—=2J/, ist demnach die Bewegung abwärts von selbst rollend, 

wenn auch keine Reibung zwischen den Rädern und der Bahnfläche Statt findet; 


und ist die Bahn noch stärker als unter dem Winkel «,, geneigt, so wird das 
Crelle’s Journal f. d, M. Bd. XLVI. Helft 3, 33 
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Reibungs-Erforderniss [4 R,| zur gleichförmigen rollenden Bewegung abwärts 
negativ, oder der Widerstand [4 /, | nimmt die Richtung an, welche derjenigen 
der fortschreitenden Bewegung entgegengesetzt ist, und wirkt nicht mehr auf 
Beschleunigung, sondern auf \ erzögerung der Bewegung. 

S 
% 


Erforderniss zur rollenden Umdrehung der Treibräder für beschleunigte Bewe- 


Die Gleichung 4 R, = [4 h,]|+ 201 ($. 62) zeigt, dass das Reibungs- 


gung grösser, für verzögerte kleiner ist, als für gleichföürmige Bewegung, und aus 
der Gleichung 


ARI+IF—-VI)=0, 


welche ebenfalls die Form der Gleichung (co) hat, ergiebt sich, bei gegebener 
Triebkraft 27’, der Winkel «, für welchen, und (bei gegebenem Neigungswinkel) 
die Grösse der Triebkraft 27, für welche das Reibungs-Erforderniss verschwin- 
det und vom Positiven zum Negativen übergeht. Ist 27’, diese Grösse, so fin- 


det sıch 


. sin ? 
27 = u(Pıcosa+|P! 2 ) 


cos? + usin? 


N—I/ cos? = 
0 wi os in + (Pı + 4OVsina + S) 


und da 


a'R} sind 


d(2V,) En (P ee 
A TAT I a eu 


da 
RI daB cos? 


— + (P, + 40,) cos a) ’ 


I d« c0s9+ usin? 


E 7 


days a z 2 ’ ’ 
(wo 4 — /P +40 cosa — u‘P!sin e ist ($. 59)), als wesentlich negativ 
de x . 


gelten kann, so nimmt 27’, ab, während « zunimmt; und umgekehrt. Für «=0 
sin? RN—) ( h cos 


ut DE „mu Ah (P, + u Ip! = nn. (4 ‚pP een, $) . 


’ cos? +usin? I" cosß+ usin? 


Mit 4 AR, geht zugleich auch der Reibungsqnotient AR,, durch Null, vom 
Positiven zum Negativen über, weil der Druck (2X+N,), welchen der Dampfwagen 
durch die Treibräder auf die Bahn ausübt, weder Null noch negativ werden kann, 
und es erhellet aus diesen Erörterungen, dass im Allgemeinen sowohl der Rei- 
bungsquotient At, als das Reibungs-Erforderniss AR, kleiner ist für negative als 


für positive Werthe von «, oder dass in der Bewegung abwärts und auf wage- 
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rechter Bahn weniger leicht ein Gleiten der Treibräder eintreten kann als bei an- 
steigender Bewegung. 

Die Reibung, welche zwischen dem Umfange der Treibräder und der 
Oberfläche der Bahn Statt findet, oder finden kann, ist gleichsam als ein Vorrath 
von Kraft oder Widerstand anzusehen, von welchem immer und überall gerade 
nur so viel zur Anwendung kommt, als die rollende Bewegung eben erfordert, 
und welcher bei ansteigender Bewegung und auf wagerechter Babn allein die, 
die fortschreitende Bewegung erzeugende Kraft abgiebt, ın der Bewegung ab- 
wärts dagegen, nach der Grösse des Neigungswinkels, zur Mässigung der Ge- 
schwindigkeit dient, welche durch die Wirkung der Schwere hervorgebracht wird. 
Wenn dieser Vorrath zur Hervorbringung der rollenden Bewegung nicht aus- 
reicht, oder wenn der Reibungsquotient, ohne Kücksicht auf sein Vorzeichen 
genommen, grösser ist als der Coefficient der wirklich vorhandenen Reibung, 
so muss gleitende Bewegung eintreten; ein etwa sich ergebendes negatives Vor- 
zeichen des Reibungsquotienten aber kann sich nur auf die Richtung beziehen, 
nach welcher die Reibung wirken muss, wenn die Räder rollend sich bewe- 


gen sollen. 
$. 65. 

Soll der Dampfwagen aus dem Zustande der Ruhe in Bewegung gesetzt 
werden, so muss die Kraft 27, mit der er arbeitet, in jedem Augenblicke der 
beginnenden Bewegung grösser sein als die, der Geschwindigkeit, mit der er sich 
in diesem Augenblicke bewegt, entsprechende Kraft 277; bis zu dem Zeitpuncte, 


in welchem er die Geschwindigkeit, die er gleichmässig beibehalten soll, er- 


reicht hat. 
du al d’r aa a Ta ’ 

Die Gleichung RTL —gX kann, nachdem in ıhr für A der entwickelte 
Ausdruck dieser Grösse ($. 59) gesetzt und der Winkel # auf dem in ($. 61) 
gezeigten Wege aus ıhr entfernt ıst, entweder ın Form einer Gleichung zwischen 
x und Z, oder in der ($. 61) angezeigten Form einer Gleichung zwischen u, und 
{ (indem man der Kraft 7’ den als bekannt vorausgesetzten beständigen oder 
nach irgend einem Gesetze veränderlichen Werth derselben giebt) durch Inte- 


dx 
dt’ 


geschwindigkeit ız,, welche der Dampfwagen beı beschleunigter Bewegung nach 


« 


gration dazu dienen, die fortschreitende Geschwindigkeit oder die Winkel- 


Verfluss irgend einer Zeit Z erlangt, so wie den Weg x, den er in dieser Zeit 
zurücklegt, zu berechnen. (Vergl. $$. 89 — 92.) 


33° 
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Der ın den Gleichungen vorkommende Luftwiderstand Sist als eine Function 
der Geschwindigkeit auszudrücken, für welche man, in derVoraussetzung eines ru- 


„AN (dx 


D) 
higen, windstillen Zustandes der Atmosphäre, die Funetion —— = setzen kann, 
© 


in welcher die Geschwindigkeit = — r,u, auf die Secunde als Zeit- Einheit zu 
beziehen ist und wo ferner 

x einen numerischen Coefficienten, welcher gewöhnlich = 0,6 angenom- 
men wird, 

A die Dichtigkeit der Luft, nämlich das Gewicht einer körperlichen Kaum- 
Einheit derselben und 
N eine Flächengrösse bedeutet, welche von der Ausdehnung und Ge- 


stalt der bei der Bewegung gegen die Luft anstossenden Flächentheile des Dampf- 
wagens und des Wagenzuges, so wie von derLage dieser Theile gegen die Rich- 
tung der Bew egung abhangt. 

Auf die Bewegung rückwärts, bei welcher der angehängte Wagenzug 
vor dem Dampfwagen vorausgeht, finden die Gleichungen (G) und deren Ergeb- 
nisse gleichfalls Anwendung, wenn nur die Winkel « und /, ın dem ($. 7) be- 
stimmten Sınne, auf die Richtung der Bewegung rückwärts bezogen werden, und 
wenn überhaupt in dem Sinne, welcher den als bekannt angenommenen Grössen 


beigelegt ist, auf die Vorzeichen derselben gehörige Rücksicht genommen 


wird. 
Der Reibungscoeflicient / geht in die Gleichungen (G) und die aus ihnen 


abgeleiteten Ausdrücke nichtein; eben so wenig gehen die Grössen s und s, in die, 


die gleichförmige rollende Bewegung betreffenden Ausdrücke ein. Daher hat die 
Grösse der Reibung zwischen den Rädern und der Bahn an sich, wenn sie nur über- 
haupt rollende Bewegung zulässt, auf diese Bewegung, so wie auch das Trägheitsmo- 
ment der Räder auf die gleichförmige rollende Bewegung, keinen Einfluss. 

Und da ferner die Abstände ce und / nur ın den Ausdrücken von 2N und 
2, , einzeln genommen, nicht aber in dem Ausdrucke der Summe 2(N-+N,), noch 
ın denen der übrigen gesuchten Grössen vorkommen, so ıst die Lage des Schwer- 
puncts des Dampfw agens zwar aul das Verhältniss, nach welchem der Gewichts- 
druck desselben auf die Stützpuncte der beiden Räderpaare sich vertheilt, aber 


nicht auf die Bewegung von Einfluss. 








ee zyYYYsHere 
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Gleitende Bewegune. 


$. 66. 
Die 


(H.) Gleichungen der theilwerse gleitenden bewegung 


des vierrädrigen Dampfwagens, w elche Bewegung nach ($. 54) eintritt, sobald / 


i 2R ; ’ ’ ' i 
kleiner als NN ist, sind, wenn sogleich G = G, wie bei rollender Bewegung 
_ i 
nun A ; ; u - ei 
(3. 97) angenommen unddÄE+F,=E,F+F=F, 2 == G, gesetzt wırd, 


‘nn 
- 


für irgend einen Augenblick der Bewegung folgende: 


1) —Acos? — S+/(2 N +2N)- (P,+40)(ina+A)=0, 

2) — K.sn# + 2(N + N,) - (Pı+40),)cos a =®, 

3) -ncosßA+cP,+(ecosa—2r,sina)2 0, —a.2N -mS—(hP tar, O)A-AO,U, —0, 
4) 2E,(G,-y) +f2 N +2N,)+T.F0,-40,(ina+A) =0, 

5) —2E, 1+9,6)+2(N+N)-T.F0,— 40,cos« —(. 


6) — 919.2 F,y(l +G;) — /r,(2A +2N)+T.F,0,- 40T, — (). 


Die aus diesen Gleichungen zu entwickelnden Unbekannten sind, indem 
RK vorerst als bekannt vorausgesetzt wird. A, U), N, N,,. E, und G, Aus (1 
u. 2) ergeben sich A und die Summe 2(NY+ N,); sodann aus (4 u.5) E, und G,, 
und nach Entwickelung dieser Grössen U, aus der Gleichung (6), ohne dass hier 


die Entfernung der W urzelgrösse nöthig ıst; zuletzt Mund N, einzeln aus (3u. 2). 


$. 67. 


Aus den Gleichungen (//, 1 u. 2) wird zunächst, wenn auch G und G, 
unter sich verschieden sind: 
1 f S-+K(cos? — fsin ?) 


2(N+N)=(P,+40,)cos«+ Äsin/? gefunden. 
In Bezug auf den angehängten Wagenzug (dessen Bewegung als rollend 
vorausgeselzt) ist aber nach ($. 59): 
Y K(cosf + u sin 3)— {31 
Br. ang ’ 


p+4.0, 
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und wird dieser Ausdruck von A dem vorigen gleich gesetzt, so erhält man: 


IP + 429 P +40) (Fcose — sine) — 8] +(Pı +40) RP} 








A 
1 P-+4 - 0} (cos$ — sin?) + (Pı + 40,) (cos + usin?) 
daher 
x (P), + 4Q,)(feose — sin «) — S|(cos$ + usind) — IB! (cos + fsin }) 


ıP +4 - 04 (e0sß — sind) + (P,+40Q,)(cos$ + usin? 


Man sieht, dass diese Ausdrücke von X, K und 2(V +N,) weder die 


Triebkraft 7, noch den Winkel 9, noch die Grössen y,, o, und r, enthalten ; und 


f O°x i a .  % 
da aus der Gleiehung 5,5 = gA durch Integration sowohl die irgend einem Zeit- 
' RN kan a 
puncte der Bewegung entsprechende fortschreitende Geschwindigkeit 3 als der 


bis zu diesem Zeitpuncte zurückgelegte Weg x sich finden lassen, so erhellet, dass 
unter obigen Voraussetzungen, wenn nämlich die Bewegung der Treibräder theil- 
weise gleitend und die der Wagenräder rollend ist, die fortschreitende Bewegung 
des Dampfwagens, also auch des Wagenzuges, von der Triebkraft 7 und dem 
absolut oder relativ genommenen W inkel ®, so wie auch von der Reibung zwischen 
den Achsen der Treibräder und ıhren Lagern, und von den Halbınessern dieser 
Achsen und Räder gänzlich unabhängig ist. 

Nachdem die Unbekannten /% und G, aus den Gleichungen (4 u, 5) ent- 


wickelt sind, ergiebt sich aus (5 u. 6): 


40 > m l up . y . v ( 0 y 2 £ 
n U=7 (. E39, +fFP, )—f 2E,(1+9,6:)— A225) (1+G5)-4Q,fcos«, 
1 1 1 
, .. RE ER ER Par Kir. 14-91@, / 12 
oder, wenn man wieder, wie ın ($. 58), (u = VA+gi’ und 7 I) statt] (11G 


einführt: 


Bi I z ER DA j 
-U,=1 (Pd +. Fo, ) — (f+ 44) (P,cosa + Kin 2) — 4Q), fcosa ; 


T; 


wo man sich den Exponenten «, durch das im Vorigen wiederholt angewendete 
Verfahren auf solche Weise ergänzt vorstellen kann, dass dieser Ausdruck von 
U, den Gleichungen (H) vollkommen genügt. 


gu, Be 
Ü 1 9 


ıA \ Mr DE r x > ‚ > 2 nr* | N L - 
Die Gleichung ur welche zur Bestimmung deı \Winkelge 


schwindigkeit zz, dienen kann, mit welcher die Treibräder nach Verfluss irgend einer 

















ll. o. Heim, zur Theorie der bewegung der Räderfuhrwerke. 259 


. . 2 j ar ; «d2 (Dx\? i 
Zeit 2 sıch bewegen . lässt sich, nachdem die in S — ( *) enthaltene fort- 
« 4 ( 


’ . Me . 0% j i 
schreitende Geschwindigkeit Er mittels des ersten Integrals der Gleichung 


O°r . ’ ._ 

Ay —=gX aus ihr entfernt ist, als eine Gleichung zwischen «,, # und i, oder, 
00 5 u. 

wegen 4, =, , als eine Gleichung zwischen # und Z, betrachten. Auch kann 


Em m fı0 
man ın dem Ausdrucke von U, wenn ın ıhm «4, = e ng 4?) beibehalten wird, 
ı 


um eine Gleichförmigkeit der umdrehenden Bewegung der Räder leichter vor- 
stellbar zu machen, die Kraft 7 (, I, + «.F10, . wie beı rollender Bewe- 
1 


gung, durch eine andere Kraft ersetzt sich vorstellen, welche der auf die rela- 
tive Lage der Kurbel- Arme bezüglichen Veränderlichkeit nicht unterworfen ist 
und die Umdrehungsgeschwindigkeit z, nach beendigtem Umlaufe eben so gross, 
wie die erstereKraft giebt. Die so bestimmte, eingebildete Kraft muss beim Ueber- 
gehen der theilweise gleitenden in die rollende Bewegung mit der für die letztere 
Bewegung surrogirten Kraft 27” ($. 61) zusammenfallen. Eine weitere Auslüh- 
rung einer solchen Substitution kann jedoch bei der theilweise gleitenden Bewe- 


gung, als minder wesentlich, übergangen werden. 


s. 68. 


j u 2H.T f‘ pr z 
Jedem Werthe der Triebkralt 2/7’ = girht fe” (. F,0,+0,.F,0,)00 
-—. 1 
or —0 


(3. 62) entspricht ein bestimmter Werth des Reibungsquotienten fi,; und wird 
durch Y, derjenige Werth von 7 bezeichnet, welcher den Reibungsquotienten 


dem gegebenen Coefficienten f gleich macht, so wird aus 


HR] +7 (2V-2V}) 





= NR = \ . 
J U [2N +2N,]+2g(2V—2V)) 


I LONI_TAR 


gefunden. Heisst dann 77; der zu / = 7, gehörige Werth von 7, so drückt, 


da fi, mit / oder 7’ zugleich wächst und abnimmt ($. 62), 7’ T,, eben so 
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wie f — R,, die Bedingung für das Entstehen der rollenden, und 7’ > T,, eben 
so wie /— R,, die Bedingung für das Entstehen der theilweise gleitenden Be- 
wegung aus, und es erhellet, dass die Gleichungen (H) und die aus ihnen abge- 


re) 3 


leiteten Ausdrücke nur auf Werthe von 7, welche grösser oder eben so gross als 
T;sınd, Anw endung finden können, da der Coeflicient f, wenn er grösser als R, 
ist, nicht in seinem vollen Werthe wirksam wird ($. 54). Und für solche Wer- 
Ihe von 7’ nimmt nach ($.67) die Grösse U/, mit 7’ zugleich zu und ab, während 
die Grössen A, A und die Summe N+N, unverändert dieselben bleiben, 77 mag 
von T' um einen grössern oder kleinern Unterschied übertroffen werden. 

Aus A = 0 erhält man für gleichförmige fortschreitende Bewegung 
f=[R,] ($. 62). und wird dann zugleich U,—=O0 gesetzt, so ergiebt sich 7= 77; 
wie bei gleichförmiger rollender Bewegung (3.60). Eben so wird in Bezug 
auf beschleunigte Bewegung, wenn man den letzteren Ausdruck von A ($. 67) 
dem für rollende Bewegung ($. 59) gleich setzt, daraus, wie es sein muss, [= Rt, 
(S. 58, 62), und umgekehrt, gefunden. (It f=|R,], so kann F grösser sein 
als der Werth dieser Kraft, welcher A, = | R,] macht, ohne dass A grösser als 
Null wird; aber solchem grösseren 7 entspricht ein grösseres A,, und f kann 
dann ebenfalls grösser werden als[R,], ohne dass die Bewegung aufhört gleitend 


zu sein; womit sodann auch A grösser als Null wird.) 


Die Grösse A nimmt mit f zugleich zu und ab, und erhält daher ıhren 
grössten Werth durch f = R,, oder ist grösser bei rollender als bei theslweise 
sleitender Bew egung; U, wächst dagegen, wenn f abnimmt, und umgekehrt, und 
ıst also für einen bestimmten Werth von 7’ kleiner beı rollender als bei theilweise 
gleitender Bewegung. 

Zu weiterer Erläuterung der Verhältnisse der Bewegung, wie sie bei ein- 
tretenden Veränderungen der Grössen fund 7 sich ergeben, mögen noch folgende 


Bemerkungen hier Platz finden. 


Man nehme an, die als bestimmt gedachten Werthe / und 7 des Reı- 
bungscoefficienten und der Triebkraft ständen in solcher Beziehung zu einander, 
dass / dem (der Kraft 7 entsprechenden) Reibungsquotienten für beschleunigte 
rollende Bewegung gleich, oder dass U, = (sı—r,) A ist. Nimmt nun die Trieb- 
kraft zu, während f, welches durch 7' in seinem vollen Werthe zur Geltung 
kommt, ungeändert bleibt, so bleibt auch A ungeändert, oder die Vermehrung 


von T ist unnütz für die Beschleunigung der fortschreitenden Bewegung, U, aber 


nimmt zu durch diese Vermehrung, oder die Umdrehung der Räder wird theil- 
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weise gleitend. Nimmt dagegen die Triebkraft bei unverändertem f ab, so ist 
nur ein entsprechender Theil von f wirksam, die Bewegung bleibt rollend, geht 
aber bei fortwährender Abnahme der Triebkraft aus dem beschleunigten Zu- 
stande, indem X und U, zugleich nach und nach Null und negativ werden, in 
den gleichförmigen und verzögerten über, bis sie zuletzt ganz aufhört. Nimmt 
der Coefficient f zu, ohne dass die Kraft 7’ sich verändert, so bleibt die Bewe- 
gung ebenfalls rollend; X und U, bleiben unverändert, indem das, um was f/ 
grösser wird, nicht in Thätigkeit kommt oder die Beschleunigung nicht vergrös- 
sert. Nimmt dagegen f ab, bei unveränderter Triebkraft, so wird die Bewegung 
theilweise gleitend, A nimmt ebenfalls ab und kann gleich Null, oder die fort- 
schreitende Bewegung kann gleichförmig werden, während U, zunimmt. 

Die gleichen Verhältnisse treten beziehungsweise auch ın Fällen ein, wenn 
die als bestimmt angenommenen Werthe von f und 7 sich so zu einander verhalten, 
dass die entstehende rollende Bewegung gleichlörmig oder verzögert wird, und f 
dem (zu T’gehörigen) Reibungsquotienten gleich ıst. Ist insbesondere diese Bewe- 
gung eine verzögerte, oder sind A und U, negativ, so geht die Bewegung, wenn 
f abnimmt, bei ungeändertem Werthe von 7, oder wenn 7 zunimmt, ohne dass 
f sıch ändert, oder auch, wenn zu gleicher Zeit 7’ wächst und f abnimmt, in die 
theilweise gleitende über, und U, nimmt zu, so dass es, durch Null hindurchge- 
hend, positiv werden kann, während A mit f zugleich kleiner wird. 

Nur bei rollender Bewegung können die beiderlei Bewegungen, die fort- 
schreitende und die umdrehende der Räder, zugleich gleichförmig sein; bei theil- 
weise gleitender Bewegung dagegen muss die eine derselben beschleunigt oder 
verzögert sein, wenn die andere gleichlörmig ıst. 

Ferner ist zu beachten, dass, wenn der Reibungsquotient für rollende Be- 
wegung negativ wird ($.64), und wenn zugleich, wie die Anwendbarkeit der Glei- 
chungen (H) fordert, der Coefficient f, vom Vorzeichen abgesehen, kleiner als 
dieser Quotient ist, das Vorzeichen von f geändert werden muss, weil in diesem 
Falle der Widerstand /(2N + 2N,) verzögernd, und nicht, wie die Gleichungen 
(H) voraussetzen, beschleunigend auf die Bewegung wirkt, 

Ganz gleitende Bewegung der häder, ohne fortschreitende Geschwindig- 


keit, findet nur dann Statt, wenn / so beschaffen ist, dass auch A gleich Null wırd. 


(Der Schluss folgt im nächsten Heft. ) 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVI. Helft 3. 34 
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12. 
De orbitis et motibus puncti cuiusdam corporei 


circa centrum attractivum aliis, quam Newto- 
niana, attractionis legibus sollicitati. 


(Ab Joh. Franc. Stader, stud, math.) 


Praefatio. 


® historia rerum, quae ad Astronomiam pertinent, certe gravissimi fnit 
momenti, quod summus Newton, postquam universalis gravitationis principium 
detexit, leges illas Aepleri ingenio observationibus tantum adhibitis repertas «a 
priori demonstravit. 

Primus ille docuit, simulac corporis cuiusdam centralis vis attractıva recı- 
proce proportionalis est quadrato radio vectori, dura necessitate corpora omnia 
ab eıusmodı vi gubernata ın sectionibus conicıs moveantur oportere, neque alıter 
moveri posse. Formam igitur orbitarum, in quıbus corpora coelestia ımoventur, 
ex ipsa altractione dedusit. 

„Hocce modo', ut verbis Ilm! Gauss*) utar, „Systema gravitationis univer- 
„salıs novos analysı trıumphos eosque splendidissimos paraverat; cometaeque us- 
„que ad ıllum diem semper indomiti, vel sı devicti videbantur, mox seditiosi et 
„rebelles, nune frena sıbi ınjJıcı passı atque ex hostibus hospites redditi, ıter 
„suum in tramitibus a calculo delineatis persecuti sunt, iisdemm quibus planetae 
r lesıbus aeternis religiose obtemperantes. 

Sed haud multum abest, quin quaestio ponatur, quaenam curvae descri- 
bantur a puncto mobili, quod alıa quadam, quam qua mundus noster, vi altractiva 


gubernari faciamus. Cuius quaestionis materia, quamvis, remola ex rebus sensi- 


) Conl. praefatio p. IV., quae pertinet ad ipsius theoriam motus corporum eoelestium. 
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bilibus, tantummodo cadat in cogitationem, mirifice tamen delectat anımum ; immo 
etiam summae, quam affert , delectationis ne ratione quidem habiıta, disquisitio, 
dummodo eam ad legem alıqua ex parte generalem revocare liceret, fons essel 
copiosus, qui Innumeris abundaret novis curvis, ad quas, eliamsi una aut altera 
aliunde cognita esset, tamen hac nova gravique lege considerandas magnopere 
invitaremur alque atlıceremur. 

laın anno 1851 de hac re commentationem scripsi, quum ab Amplissimo 
Philosophorum ordine almae Academiae regiae Monasteriensis quaestio prae- 
mio ornanda proponeretur: „KEruantur orbitae et motus puncli euiusdam corpo- 
„rei, qnod altrahıtur ad fiıxum centrum attraclıvum, vı quadam accelerante prae- 
„ditum, quae reciproce proportionalis est septimo radıı vectoris gradui.  Sed 
praemiurm reporlasse non contentus, eliam alteros casus in disceptationem vocavi, 
quam, ab Illmo viro Crelle monitus, modesto animo cum viris doctissimis com 


tmunicare conabor. 


u? 
Generales proponuntur dıfferentialuum aequalıones. 


Disquisitiones circa motus, quieunque seu altractıya seu repulsiva vi cen- 
tralı procreati sunt. multo simpliciores redduntur, sı ponamus, corpora mota 
neue minus corpora centralia sollicitantia spectanda esse nt puneta mathe- 
matica, aut, si velis, ut puncta corporea infinite parva. Nimirum hoc posito 
coordinatis ad planum pertinentibus confestim utı possumus. Quod autem ad 
disquisitiones ipsas atlınet, omnes nitunltur una ex theoria Dynamıces notissima 
veritate, a Keplero quidem in coelestium tantummodo corporum motibus. intel- 
lecta, attamen ad motus euiuscungue modı referenda quae est: 

„Corpora vel puncta concreta qualibet vı centrali sollicıtata ıta moventur. 
„ul areae spatiorum ın diversis temporum intervallıs cırca corpus centrale descrip- 
„torum hisce ıntervallıs ipsis sint proportionales, I. e, ut, temporibus et spatiis 
„per numeros expressis, spatium quodvis divisum per tempus, intra quod descri- 
„bitur, quotientem suppeditet invariabilem.” HEadem sententia etiam his verbis 
pronuntiarı potest: 

„Vis accelerando sollicitans ea, cuius directio omni temporis momento 
„directionem radii vectoris sub angulis reclis perscindat, sit = 0), necesse est. 


Nimirum talem vim accelerantem, quae omnı temporis momento sıluım ın 


spalio commutet, animo complecli non possumus. (Juapropter vim quandammn 


34* 
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inıtialem ad motus nascendos datam fingamus, quae ita posita est, ut ıpsius di- 
rectio orbitam tangat. 
Consideremus nunc punctum corporeum sollicitatum vi aliqua, cuius 
directio petit punctum sollicitans fixum, alque cuius intensitas pendet ex sola 
dıstantıa ab hoc centro sollicıtante. Constat autem, motum habere locum in eo 
plano, quod continet directionem celeritatis ınitialis atque punctum fixum. Pona- 
mus, sollieitans centrum sive punctum esse initium coordinatarum x et y rectis 
angulis se secantium, quae sitae sunt in ıllo plano. Designemus per r distantiam 
eumuslibet puncti ab initio, per  angulum hbuius radıı vectoris cum axı positiva- 
rum abseissarum ©, et per At intensitatem, qua ılla vis acceleratrix praedita est. 


Cosinus angulorum, «uos ipsius directio cum axıbus facit, erunt ordine 


sı vis est altractıva, atque 
z 
oe a +, 
sı est repulsiva. Vires acceleratrices componendae („Les composantes de la 


force acceleratrice' ın terminıs Porsson) erunt ın prımo cas 


ın altero casu 
P, y 
€ Pie = Pia 
r r 
Sed forınulae nostrae in posterum referendae sunt ad primum casum, propterea 


quod mutatio signi ante At ad alterum casum considerandum omnıno sufficiet. 


Aequationes generales ad motum punctıi speclantes erunt: 


O?r .. 0?y Da 
(1.) Ir? =—h., 6) amt ,: 


dummodo £ tempus ad deseribendas curvas consumptum significet. Porro ılla 
lex altero modo pronuntiata sic exprimitur: 
O’r O0? 

(2. ya 1. 
Sane autem mox perspicies, hanc formulam eandem effarı sententiam, quam 
prımo loco de velocitate arealı proposui. Etenim ex elementis in promptu est 
formula: 

(#.) ıyaxX — ady), 
qua dilferentiale pertinens ad aream sectoris « exprimitur. (Juia autem ınveni- 


tur esse 
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9ıy.Ir—r Iy ) O’x 0? 
ot? Fa Y» OR rn  ; AYE. 
fit protinus 
- Oo 
0 (3: O°6 
Be 4 2 Ip = 0 


unde ıntegrando sequitur: 


(4.) 06 = 3c.9L, 


dummodo per }c designetur constans alıqua, «quae facıle ex datis valorıbus statum 


nascendi determinantibus invenitur, |Iterata denique integratione procedit 


(9.) OO = r C» L; 
dummodo sta =V pro t=0, id quod legem ıllam Aep/er! multo maiore am 


bitu promulgat. 
Sed coordinatis polarıbus r et p adbibitis abit formula (3) in 


2 
> F R OP, 


O4 == 


quae, si combinatur cum (4), mutatur in 


72 
(6.) DE = 09. 
Quod autem ad constantem c attınet, ıpsius valorem hoc modo eruere 
poteris. Secundum vivarum virium prineipium velocitas, quae directionem lineae 
orbitam tangentis sequitur, est 


OS 
u ! 5, 


( 


ubi s arcum orbitae designat; sed ıpsius vires componendae, quarum una direc- 
tionem radıi vectoris, altera igitur directionem ad ıllam perpendieularem sequilnr, 


eoderm ordine expressae, sunt hae: 


Ir Og 
Ay et ar Y A 
ıta ut fıat: 
ds? Ir? i Og? 
Darren 


sıve 
9 =9Ar+rr.d p, 
ıd qnod aliunde notissıimum est. Quodsi autem designatur per «a angulus posıtus 


inter directionem initıalıs celeritatis interque rectam a primo puncti sollicıtatı sıtu 


usque ad centrum ductam, atque per % celeritas inityalıs ipsa, habebis k sn a pro 
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od 


valore ıllıns componendae ınıtialis, cuiıs oeneralis valor est r. , 


ıaqne noveris 


Od: 


valorem ınıtialem, quı valorı ErE idd est velocitatı radıum vectorem rotanli, res- 
( 


N 


Ey desienetur, Si denique per «a denotaveris radıı vectoris valo- 


in a.(*) 
ı SINna = (. 
r It, 


pondet el pei 


rem ınitıalem ’ obtinebis: 


et proptier aequationem (6) 


fo ( 
It, . a? ’ 
| 
unde sequutu ESSE 
7.) c = a.k.sına. 


Hisce paucıs praemissis facıle generales differentialium aequationes eru- 


- 
Ä 


cz a Ban 
unlur. Nimirum ex lormulıs (1) 

o\2,, y 

I AR VEN... BD 

r Br r Or? 


posiquam una cum 0%, altera cum Oy multiplicata est, additione oritur: 


Ir.’ t+0Oy.0°%Y si ie R TOT Hy OY 


ot? r 
Qua autem ditferentiando aequationem 


=ao.+y‘ 


TOT H+Y.OY 
5 j 


obtinebis Arm 


aequatio ılla mutatur ın: 


0o2.09°r + Iy.0°Y 


— ft 
2 > (0/7 
os ( 
Sı porro aequationem nolissımam 05° 04 "+9Yy denuo differentiaveris, tet: 
19(9 8?) 2,0’ + 09y.0°y 
or Ar 


quapropter emerget relatıo: 


] 08° > r 
‚O )3)= — h.dr, ıeıtuı 
ot“ ’ 


OS 


9.) Ar; 


) = —2/NR.or=«. 


(uod inteerale novam continet constantem arbıtrarıam, quam valorıbus ınıtıalıbus 
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quantitatum r etc determinatam esse statımm elucet. Itaque obtinemus forninlanı 


generalem: 
I.) ?—=MR—2./R.or. 


Sed faciliore etiam negotio orbitarum aequationem seneralissimam nan- 
cısceris. Nimirum differentiale, quod ad curvae arcum s polarıbus coordinatis 
expressum pertinet: 

oe =dr + rg, 
sı per aequationem (6) 


> 


72 
9=7.04 





antea quadratam diviseris, orietur: 


() (Or +r.0y?) 
(0 7 7 A r?.0g° 


aut ope formulae (N): 


„fı I or? . a 
e.(3+ u )=% y 2/Roı 


unde sequitur esse: 
OY £ ( 
( ) — 5) 0 > > 2 > , au! 
uch r[—® +r(k?—2./ "R.Or)] 
e c.or 
(11.) g= en 
r. VI-e®+r’(h"— 2. f R,or)l 
e/ fl 
quae est aequatıo orbitarum generalissima. 


Denique nullo artificio relationem inter tempus et spatium invenies, siqui- 


dem ın aequatione: 


c,Jr 
OG — > Y 2 ® > 
| r.V[I-—&®+r?(k? —2./ R.Or)] 
; . 0.0 ne 
snbstitueris g”. loco OP, unde prohciscitur 
ö' ro.r 
11 f == | ee = | 
ee) V[I-®+r(k?—2,/"R.Or)] 
[3 a 


relatıo inter liempus el spatium generalissuma. 


Problema incersum ex data orbita incognıtam accelerationem #r ınveni- 


endi solvitur, simulac aequalionem 
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a N? 
ar u | 1 Or: - 1 Q. 
?—2./Ror = e.(4+ 2 ;)=e .r e . 
4 rt dg ?\dy 
quod ad r attınet, differentiasti. Invenitur hoc modo formula: 
0 orı2 O?r a l 
I\ ' RB u ö 7 +2.(,,,) ag e? 1 re) (>) 
( . ı — ( y 72217, og? 


cın associatur formula ad tempus e data orbita eruendum: 


BR ”- 2 
(V,) DE .9p= 7,00. 


\ ce 


Manifestum est, ut primum orbita sive data, sive ope formulae (I1) eruta erit, for- 
mulam (II) omnino non desiderari, propterea quod formula (V) in omnibus casi- 
bus celerius atqne adeo facılius ad finem perducit. 

Sed aequatio (1) formam induit memoratu dignam, quum primum intro- 
duxisti perpendiculum p=SC (Tab.V fig. 1) a centro $ in lineam, «uae orbitam 


in puncto W tangıt, demissum. NRevera sımilıa trıiangula suppeditant relationes: 


Oy C c 
MB=.__ = u, 
8 Oft 2 O4 As 
y—ı- 
oJ 
OY 
(9 Or 6° 32 c 
J.) Ma = za — u: —, 
ot RL. DS 
J j Or 
Os c C 
My= == zn Er ep, 
/ ot US p 


Unde sequitur: „In omnı motu vi alıqua, petente fıxum punctum, procre- 
„ato velocitatem in quolibet orbitae puncto Ipsiusque vires componendas reci- 
„proce proportionales esse trıbus a centro usque ad tangentem ductis Iineis, 
‚quae ordine virium directiones sub rectis angulıs perscindunt.” 


Substituendo ultimum valorem velocitatis e ın aequatione (I) emergit: 
2 Ca 
+ c ’ ‘ 
(VI.) 2m —.2 Ikor. 
{ e ad 


quae orbrtarum aequalio est ın hoc sınguları coordinatarum 7 et p systemate 


Hisce formulis omnes nituntur disquisitiones, ad quas nune aggrediamnr, 


|| 
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Orbitarum puncto, quod attracliva vis diversis radii vectoris 
potentiis reciproce proportionalis sollieitat. deseriptarum ae- 
quationes atque inde relationes inter tempus et spatium 

| eruuntur. 


d. 2, 


Lea altraclıonıs sıl definita pe 
Ei 
khz= 


r” 


(Jua ın formula per 1 constans alıqua designatur, quae pertinet ad pun« 


(J 
torum distantiae massaeque unitatem. Ante omnıa prımum velocıtas derivand: 
est, quippe quae ın aequatione (11) substituatur oporteat. (Jura est 


’ . or u 
2 /Roar—=2u. 3 ae 


7 7 
e/ 


sıne negotio obtinebıis: 


/ 
“ 


} 5) (;: ’ ] R ) ‚> 122 IH [Ei 
“u u tn ie 7 
( .) ı >) { { r® a“ r: 


ano valore ın generali orbitarum aequatione (ID) introducto orıetur 


i er cor 
(2. ) (D — f N 
Imre] 


di 


Hac ın formula complures distinguendi sunt singulares casus. 
it. Casus. 


Primum stu=c = & ksın \, 1eıtur 


_ 
« 


ET 
E a” k“sın“ / 


(3.) ce? —= k?cos’\ -r 2 


Ouod sı ponamus, aequalio (2) mutatur ın hanc: 





.. ) Yy . )* . . Ct 
sed propter posıionem. ii Ed m ak sind coelliciens abıt ın Val? _ co? 
' «dh — (, 
ac i 
— = = a.tang\, quare habemus 
| ( e” 2 c*) oO 
sin?) 
Crelle’s Journal f, d. M. Bd, XLVI. Heft 3. 2 
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“,.. 
} Or, 
p= a.tang\. r 


» 
a 


unde perspicis, radıum vectoren: omnes quidem accıpere posse valores, qui inter 
terınınos 0 et @ positi sunt, sed propter coefficientem a integralis limes inferior 


neque o neque & esse debet. Quapropter ponamus, a maxımum esse radıı vec- 


toris valorem, ıta ut integrali signum — praeponendum sit. Est ıgıtur 
®r 
e — Öür a 1 : 
DER u BG; A — sıve 
J f r” r . 
d 
a 
(1.) ” 


"1 +: cotA 
Haec curva est aliqua spiralis, guam Mathematicı Francogallici appellant spiralemn 
hyperbolicam, sed melius reciproca spiralis Archimedica nominatur. 
1) Sı angulus 2 aeutus est, coti positiva erit, atque quum g in infinitum 
crescat, punctum mobile in ınfınıtum appropinquat ad centrum cum cele- 


ritate infinite magna; ıd quod facıle intelligitur ex aequatione (3) (Tab.V. 


fıg. 2.) 
2) Sin vero A rectus est, obtinebis aequationem 
(11.) ra; 


curva igitur mutatur ın errculum, atque velocitas # ın quolibet Ipsius 
puncto erit = k. 

3) Si denique angulus 7 obtusus est, punctum sollieitatum non amplius petit 
centrum, sed removetur in infınıtum, dum angulus p ab limite o crescit 
usque ad — tang?, ad eumque limitem, qui sımul determinat asymptotae 
directionem. Pror = gerit e = kcos} id est e — k, ut formula (3) do- 
cet. (Fig. 3. 

Priusquam relationes inter tempus et spatium derivamus, pauca ante di- 


cenda sunt. Sı formulam, quae ad sectoris aream pertinet, 


(4.) 00 = I? 09 


cum ılla ın (S. 1. V) proposita 


r 2 


>. ie ae - BD 
(9.) 9% 
comparaveris, ıllico intelliges, utracunque integratio processit, ipsam alteram esse 
perfectam. Si igitur semel ponatur, tempus Z esse =0 pro =, temporis 


determinatio facıllıme ad aream sectoris quadrandam reducitur, simulac ita inte- 
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d 
grasti, ut © evanescat pro g=0. Etenim ex aequationibus (4) et (5) profi- 
eiscıtur 

2 _ 
(6.) ot=,.00 
atque inde integrando, ut sıt2=0 proo =, emergil 
2 
i= .0- 
Itaque, sı aequatio (4) ıta integrata erit, ut fat = VO pro g= 0, tantummodo 


| 2 a 
valorem sectoris cum factore 2 esse multiplicandum, ut temporis ad spatiumrelatı 


cognitionem capiamus, plane perspieuum est. Quam ob causam cum tempore 
determinando semper quadraturam coniungamus. Simul videmus, tempus ad 
curvas desceribendas consumtum fore infınıtum, quotiescunque tota area fıerı pot- 
est ınfınıta. 
Ex aequatione (1) sequitur esse 
ı.2 IY 
97 34.1, pcoti)? 


atque integrando a valore g = 0 usque g = y obtinemus: 


u F 017; wer [oA + gcot)) 
rn = a. 5 an? er 
ui - F (1L-+ ycol4)‘ Eu ji (1 + geoli)‘ 


0 0 


unde sequitur 


l ( a 
2 u ey 
=! i _ .J=latane/\a— .) 
= la’tang} (1 l+y is ; g/ + pcolä 
sıve 

2 1 l “ 
=! =: — r)ti 
(1) u LEE wrrwr Tr he (a— r)tang, 

1) Sı angulus 2 acutus est, angulus ab O usque ad & crescit, aut r a valore 
a usque ad 0 decrescit, tota igitur area, quae per I designetur, est in ho« 
casu 

x — 17% 1: y 
(1) y=1a’,tang). 
y*® ” z ıb 1 d | n bı ara R 
2) Sin autem 7 obtusus est, scrıbamus 37 +7 loco 7, ubı 7 Lr sit. une 


mutatur (1), in 


1.) o malt. „=lacoti’(r—a). 
BER 2 1 — glangı ? 


Crescente igitur p a limite 0 usque ad cot?‘, erescit o a valore O usque ad 


*. Punctum igitur mobile in primo casu, ubi A acutus est, pervenit ad 


39" 
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centum post finitum temporis intervallum:; ın altero casu, ubı 2 =!7 +4‘ 
I | > 


est. removetur ın infinitum atque in orbita sua deseribenda ternpus consu- 


mıtur parıter miınıturmm : 





> 5) 
Sı nunc has aeaquatıones cum — — = multiplicaveris, orietur pro 
| c ak sınd 
/ .— Ir 
j d 4 u; 
I) Le 5’ = we 
(4 k sin4 + 14.0087 cos? 
sedpoi=!r+i et 1! 
(dl Yf rd 
(1.) l = zo’ 2, 
© C0S4 — y.$in/ »sın? 


Sı tempus in tota area describenda consumptum per 7 designatur, habebis 


In prima CasuU: 
y\v a . r y 
3), WM —, ınaltero T= 2. 
k cos4 


* 
/ı) 


3) Denique pro7 = ır autr = a orılur 
(H)a, S=ta'.g pro p < Zn 
ıtaque 
Ad 2ra 


(11.),; I=7:P : de 1: 


Oma motus ın cırculo periodicus est, relatıo sımplicissima inter tempus ın 


uno eireuilu consumptum et cırculi radıum z nobis oceurret. Nimirum. 


A 23u ’ Vu 
quonmam ın hoc casu valei aequatıo u=u. = alt, svek= .„ mutatır 
i [4 
IN). ın 
ri 27a j' 
= - . unde 
Vu 
2na” 
(1J.).. N a 7 


\atıone non habıta massae, u ın eodem altractıonıs systemate eundem con- 
Facıamus nunc, punctum corporeum in altero cırculo 


eum radıo a IMOVErTI CifCa ıdem centrum. 


er\ abıt \ alorem. 
Sımulac autem « ın «‘ mutatnr. 


mntabiıtur Tın 7‘; quare pro novo puncto proponere possumus 


2na” 


I 


| A — T 5 


guae aeıualıo cum priore combinata offert relationem 
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’ e 
‚ — gr’ 


. e. „Pro omnıbus punctis ın diversis cıirculis circa centrum commtıne 


I» 


„IE moventibus jiempora ipsa in NO cırceutu FPONStUmDtlad proportionalia 





„sunt quadralis rahorum. 


2, Unsus. 


Consideremus alterum sıneularım casum, ubı est 





11 
K* zu 033 taque 
(7 2 u ’ ab 
‘.) ==... sve ev = 
J r? \ . 


(Juo posiıto aequalio (2) transıt in hanc: 


(8 ie 
FT Yu) | 


( 


V(u c?) propter positionem mutlatur ın 


In qua coetticıens 


ei sin? 
o 2 7 = > — - _ we l; A; auare esi 
| (a’ k® — (C”) c 0? A — sin?}) {ANY 
| sın? / 
©; 
‚ . OT r 
y= Iana\. — tano\ . Ioo aut 
T oO re A 
e ‘4 
(11. 


. . . ‚ I 
guae aequalıo est lozarıthmicae spıralıs, unde ıterum ponendo h = „m aceqaualıc 


eıreuli proheiscitur. Prout a < aut >; est, curvae nalura magnopere mula 
tur. Sı quidem A aculus est, crescente angulo g a limite O usque ad 2, etiam 
ac quidem a valore a usque ad». Punctum ıeıtur mobile ın hoc casıı 


removetur ın ınfınitum a centro, innumeris revolutionibus cırca centrum percur- 


crescıl r 


3 


satıs. Sın aulem A obtusus est. ponatur A = 5 +‘ ubı nunc A Ir sıt, ıt: 


19. 


ıt habeamus: 


Ill ..1# Tr 


ulo pin infınıtum., radius vector dıminuıtur usque ad 


Nune erescente ang 
0; punctum ıgıtur mobile ın hoc cas perpetuo cenlrum petit percurrens ınnu 


meras circa polum volutatıones, 


Quadratura nullo negotio eflicitur. Nimirum habemus ın primo casu 
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> u A ud r ‚2rcot/ u r „2e.coti 
o= af op —mza tangA(t “_ 1) 
0 


et ın altero casu 


, ; 
‘=! a?f era dp = !a?cotA' (1 — e”?r""s?) 
o 
aut 

aan ug 2 

a \‘o= ‚tangA (r — a‘) 

(2 ‚ 1 ss.R 2 

0’ = 3.cotX (a"—r’). 


Jam vıdemus, ın primo casu totam aream esse ınfınıte magnam, dum in 
altero erit 
BL... = = i@.coll. 


Pariter res se habet, sı temmporis spatium respiciamus. Area sectoris « cum fac- 


2 = N ’ 2 2 | r |; . 
ırn — —— un | Ss "TO so cum” = y < "€ 
tore rk sin] > et area sectorı - ak.cosj multiplicata evadıt 
’ r— 
" 2ak.cos/ 
| I (4) j" a: aa r: 


2ak.sind 

Unde colligis, sı 4 acutus sit, punetum mobile in tota via describenda infinite 
magnum consumere tempus, dum pro 4 obtuso post finitum temporis intervallum, 
scilicet post 


a 


Ill. = mr 


ara a de ca ak 
centrum adıpiscitur cum velocitate ınfınıte magna, siculı ex relatione € = 


intelligitur. 
3. Casus. 


Si nunc ponarmus in integrali (2) 


c.dr 


® 
co ==> u 
| / 2 ‚2 ee 2 
®- F A au C + k — B\ F 
a 5 &” 
u 


neque «u — € = 0 neque PB 3= 0 esse, omnino tres 'casus distinguendi sunt: 





ac quidem esse potest: 


N vw c>O et K—-—- >60 
a? 

IN 7 2 U [3 

)) w— ec >V et MR a3 0 
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[A 


Facıamus esse u — >00 et P— > (). 


S » L * [2 
Separato factore = 4, —x, nanciscimur: 
V(u—c‘) 
or 


c 2 
pD= Vu En ‚] (\ r a’ k? wi =Y 


2 
WW — C° @* 





unde colligis propter coefficientem plane positivum 


a?k?— u a?k? — u 


u— c? u — a? k? sin?) 


u ‚ 
angulum i nunquam esse posse rectum. Ponendo hune coefhicientem = ;, at- 


c 1 \ i 
we ’OX B = 
que Vu = mr emergıl proxıme 


I ’ 
’ Or 





npg= 

= 

" r] (1 Pr ) 
ad a? b? 


Valor « sit maxımus radıı vectoris, ita ut integrali ssgnum — anteponen- 


i B ab 
dum sit; si praeterea collocatur r = „, eitza=b pro r=a,sdr=® 


pror=0, quare habemus 


‘ı or 
Ip = z x< 
np Va.) Pro 4 DD. 


e bh 
Functiones hyperbolicae, ab 11" Gudermann *) primo excultae, quum 
formis logarıthmieis magnopere sınt praeferendae, utamur ıpsius characterıbus 


ponentes: 


Ro a 
1 (£* =) — (08x (ee — e*) = Sins .-—=_ = 
(ee +e”)=bo8x ‚' Ker— ec”) = Sina ag: > Lang 
1 nz 
= Bor 
Fang x Cotw, 
ita ut valeat relatio fundamenitalıs: 
Goa. — Sin’x =|1. 


Ex aequationibus ıllis, quibus functiones definiuntur, facıle derivabıs: 


oSinz = b0$x.dx 9b08xr = Sinx.dr , 
0x . — 0X 
a‘ re Am nf, 1 


*) Conf. Theorie der Potenzialiunctionen, Crelles Journal Band VI— IX. 
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- 


unde seqnuntur ıntegralia fıundamentalıa: 


0x 
)) YrcSıınrc = | 
BON v(li—:x°) 


10.) re @ So... 
| ZAECD08.x ze 
l (2’—1#) ' 


i 0x 
(11) Areran.e= fi pro x <]J 


L 


— Jr 


‚19 re ls Ben 
\ | [7 Art ( DT, x | r® = 1 pro X a I . 
® 
FT 


J 


Jam perspicies, nostrum integrale ($) pertinere ad formulam (9); quare emergit 


np — Are Sin. a — Are Sin.d sıve 


% 


ER ab nr 
ch Arc Sin. ( ) — Are Sin. b 


Ut tormula maeıs constrinealur, ponamus 


(1:3.) Ar Sınd= pP 
itaque orıtuı 
ab < n/a 
I\ ram = > Meer 
cn enY) eintrag) 
V(u—c*) u REIFE? 
ubı n = el posılıyı et negalıvı valorıs esse potest. 
Ex aequatione (13) deducımus 
u” 5 7 j; ' a’ k’—C 
b= Smß = r N 053 ‚)= | 7; alque 
Vi, ak? — u | | (3 -+ J atk? — u | 
= Ü | u — c” ” 1 — cC? 2 N 
z2anun > = n = zo - = SII .] - ne ang? | : 
ang (1 +Ö? 0’ KR C° ce— e’sın/ u c? : 
est ıortur 
14.) Tang? = n.tangi. 


Hacc formula, ex qua connexus inter constantes 4 et z intelligitur, simul docet, 


propterea quod Iang ? pro realı p negativa esse non polest, angulum ), aculum 
esse oportere pro nV, contra odblusum pro n< v. 

Curvam nostram itidem spiralem alıquam esse, cui maxıma sımilitudo cum 
curva(#) sit, haud difficile erit demonstratu. Nimirum pro y=d fıt Sin(Ptny)=b, 
taquer = a: siigitur nV, aut A<imest, angulus p in infinitum crescit, 
= 2 er S(?+nY)= 2, itaque r=0. Punctum ıgıtur mobile 


el pro 4 
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post ınnumeras revolutiones assidue petit centrum, quod adıpiscitur cum velocı- 
tate ınfınıte magna. 


Sin autem 2 < 0 simulque 47 << erit, mobile punctum removetur 


ee 
3 


a centro in ınfınıtum, dumy tardıssime erescit a valore 0 usque ad p=—",qu 
N 


valor directionem asymptlotae deierminat. 
Facıle deducitur ex aeq. (1V.) 
‚a?b?.0g 


2 ur 
900 =1lr.,.do = 577, auf 
> ( f ein” +: N) 





e 
232Ä I 
ET ee 
? Ein’(A-+-nyg) 
® 
m) 
k DE « 
(Juoniarn autem est —9botx = zz, ,, Ilaque 
var 


. NG 
— Abo , BO) BE 7% 

' Gott? ” Z ein’(Atng 
ınvenıtur 


a? b? z. N x ) \l 
IV... o=5, Gt? — Git(?-+ng)) 


Einng 


Sed et Gt? — Gt(?-+ny) = 5 2 atque Sind— 'ıtur ha- 
bemus 
a? Ein?.Sinny 
IV oo. [0% ui 9) N ze oO 
’ Zn Cin(A+ng) 


Sı denique ope formulae (14) z eliminaveris, orıetur: 





Gosp.Sin(. Zang 3 

2 j 923.0 ’ 

o = la’tang‘“ 09P.OMG tang / 
. y- « 

Vo). zang 5 


Ein(?+Y: rg ) 


Sectoris area evanescıt prog=Ö. Pro n>0 et 14T tota area X finito 
gaudet valore, ac quidem suppeditat aequatio (IV) formulam 


272 
a’b R | 
= = >-'botPp. 
n 


quae eliminando 64°, n et Got? abıt ın 


a®—cl ,, „ a’h?.cos?/ 
= 30 lang he” 


er 20 . en 24, , 
= Iatane/).bBosS°p = La’lane/. 573 
5( O4 Go | AL, or Ru al u 


jortur 


8) 
_ 
« 


a*k? .sın27 


IV... S=l. pro A <ıim 


ak —u 


Crelies’ Journal f. d. M. Bd. XLVI. Helft 3. 306 
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' 
Contra pro -Vetg=— - to=». 
Sa 2 2 
Tempus invenitur, area multiplicata cum factore — = ak sinj > Ntaque 
est 
| a 6087 Einny 
IN u N Ein(?+nY) 


alque 


a? k.cos} 


IV. T = 


- ro A << !r 
a? k? — u | 4 2 


Mobile igitur pro n>0 aut#—3r post finitum tempus ad centrum pervenit, 


dum pro rn <0 aut A > Ir tempus / infinite magnum esse oportet, nt tola curva 


deseribatır, 


4. Casus. 


id 








Sstu—e>V et P— 3,0. Seiuncto factore $, „, orıtur ex aeg. (2) 
a ] (u—c ) 
® 
c — Jr 
4 u a\ 2 2h2 p2 
VY(u — c‘) | _ eek ı 
ni r| . u—cd «a? 
ıı - . on a a 
ubi iterum «4 maxımus habeatur radıus vector. Postor = - procedil 
c *“, Or = 
(15.) F or | (u—c?) | 2 B— a? k? pro A D. 
j /, ] nn 


Notissimum autem est, in qualibet curva polaribus coordinatis expressa eyelicam 
langentem elus aneuli, quem radıus vector cum lınea curvam tangente facıt, el 
juem supra per 4 designavimus, determinatam esse hac formula: 


Ig 


FE 
tang/ Ir 


Sed ın curva nostra est 
l 


c 
Ir Vlıu—e) 1 _eZ el r 
| u—cd « 


unde concludimus esse A = Ir, quum primum erit 


OgG 





tang) =Tr. 


y: u—(c 


a Bu a? k? 


(Ouoniam autem pro/=4n evadt © = ak‘, angulus , ert = ir, quum prımum 


> 


die n . ° . . . 
;= lest. Exstat igitur in hac curva punctum alıquod, ubi A = 3 esse potest. 


a 
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Itaque ın hoc ıpso puncto movendi initium capiatur, i. e, is curvae radins vector. 


qui cum linea curvam tangente angulum facıl rectum, significetur per a. (uare 


habemus 
ak . ÖXx 
p — V (u — a? k?) V(x? w 1) pro A SL “ 
[2 
| a 
quod ponendo 7, _ a) n mutatur ın 
‘x OXx fa TErB* 
(16.) np = h un" rc Eos. (), unde proliciseitur 
© 
i a 
\ n we . 
’ Gosny 


Quum cosınus hyperbolicus, erescente arcu ab limite O usque ad E ©. 
versetur inter valores let+&, inde colligimus hanc curvam etiam esse alıquam 
spiralern, eamque , quae in spatio finilo continetur. Aequatio non mulatur, seu 
rip positivo, seu negativo erit valore, unde sequitur, curvam esse duplarmn spıra- 
len, quae ab una et allera verticis parte emittit duo membra perfecte aequalıa 
Quae duo continua membra versus regiones contrarias faciunt circa eundem 
polum infinitatem revolutionum, sine intermissione ad hoc puncturm appropin- 
quando. Itaque punctum mobile, quia r decrescit a valore a usque ad 0, post 
innumeras revolutiones cum velocitate infinite magna ad centrum perveniet. 
(Conf. tıg. 4.) 


Curvae quadratura nullam diffieultatemn affert. Nimirum proficiscitur ex (V) 


- Ip 
u = ir”, op =la. Gos?’ny aut 
[799 
vo 1 4 e 
ee HyELT 
® 0 
et propter relationem 
ÖL [7 . 
oLanyyp = 608g ar obtinemus: 
- a? ie 
(VW): 0 2n ‚Rang nl PD. 


5 erescit cum p, ac quidem augescente p a valore O usque ad ©, sucerescil 
y} 

, , [4 
Zangrzup a valore O usque ad 1; itaque sectoris area a valore O usque ad 3, 
ıgıtur 

V y a? ya'k 

(Vo- -— 7 2 Yu — a?k?)’ 
unde derivamus 


36° 
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ar a 
( ) u m 7% 
(V)a i= a ZANgAp, 


2 
- 


IrT_94_ a 
\ = nk Vlu— a?k?) 
es eaeerT 

Ei : T? 


> Unsus. 


.. . > nn U } 
Sıt vice vera u = <V et KÜ— > 0, ita ut habeamus: 





c ( or 
4 vun BO j BER un 2 ro 
AS, V-1+55) 


Parı ımodo, quo ın priore casu, facıle intelligitur, curvam hac aequatione expres- 
sarn puncto aliquo ornatam esse, cujus radius vector cum linea curvam tangente 
angulum ıincludit rectum. (Quare ponamus ese e=ak,ı.e.A=3;1; quo po- 


s:to valet aequatio 





alı I or 
(f | er ’ r? : 
A Pl Tr PER 
Ver) ern) 
=. a ak # 
Si terum r =- „ 75 — - ıntroducatur, evadii 
x ’ Vlea’k" — u) N 
el ' 
un en == aPc ea”) 
np == 2 
v(l— x’) r 
r. 
unde emergit aequatıo 
’ a 
(V1.) r= — 
cosnYf 
' ’ ST 
quae docet esse radıum vectorem = a pro yg= 0 alque = & pro gy= En, 
N 


\Mobile igitur punctum a prımo ipsıus loco removetur in infinitum, dum angulus 
' a T : . . . 
p succerescit a valore 0 usque ad 3, , gu valor directionem ulrıusque asymp- 


totae praeseribit. Curva igıtur ab ipsius vertice duo emittit membra plane con- 
grua versus regiones oppositas ın infınıtum. (Conf. fig. 5.) 


V(a?k? — u) ' st r 
Oman lest, erit 3- > MW", atque quo minor n erit 
\ al 2n ’ 


4 


eo major fiet 9. Unde colligimus, angulum g non solum > 3 esse, verum 


etiam saepenumero fıeri posse multiplum periodi 2, priusquam r = & evasit. 
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Sı ad tempus non respiejamus curva propter periodicam functionem cos post sal- 


vel, 


tum ex ıinfınito negativo redibit atque cırculum cum radio z constructum tang 
EW 0 
quum primum  valorem = nactus erit. Tune curva iterum a circulo remo- 


vebitur usque in infinitum, et sic deinceps. Sed mox intelliges, punctum altrac 


tum habere non poSSC motum periodicum. Nımırum S CurVvac arcam 


“m 
- ; Ip a? 
VI. Cm:d. — = _—_ ‚taneno 
( 1) s cos’np In angry, 
oO 
2 2 
(uae ıpsa ınlınıte magna evadere potest, cum factore - = — multiplicaveris, 
{ c al 
orietur 
ae. a 
(VI), i=7,,’tangny, 
5 . zT . u * - * 
unde videmus, crescente p a valore 0 usque ad 5, ipsum tempus in infinitum 


[3 [2 . - u * “ “ » * - » - 
adaugescere. Punctum Igılur sollicıtatum adıpıscitur ınlınıtatem posi ınlınıtum 


2 Bu 
termpus, ı. e, nunquam redibit. Insuper, quoniam r pro p > 3, Megalıvus red- 


ditur, punctum mobile, ut redire possel, ab infinito positivo in negativum infinı- 
tum salire oporteret; id quod fierie non potest. 

/Vota. lam summus Newton hune attractionis casum consideravil; porro 
reperies eum in Mechanice Porsson et UI” Duharnel, sed prorsus aliter tracta- 


tum. At alı, quatenus reı noliliam acquisıyı, casus nondum sunt examiınalı. 


(Res. in fase. prox.) 
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Druckfehler in diesem Heft. 


+7 +% L L 
Seite 190 Zeile7 v. o. lies I > statt 22 
L L r2 +2 

+7 I 

> 191 3 Vv.o n 2 > 

L + 


191 » 10 v. o. sind in dem ersten Summenzeichen die Grenzen mit einander zu vertauschen. 


191 2 v. u. lies (2437 , 3r) statt (= +1 ,!r). 
ve—ia de-ix 
192 3vu » s— z(z) statt -— yle). 
zZ ve 
— k U (x) —— I U (x) 


194 Formel (V.) » f(@) statt f(@) 

195 Zeilen 5, 6, 7 v. o. lies z' statt g”. 

195 Zeile 4 v. u. unter dem zweiten Integralzeichen lies im Nenner g(z) statt 9 (x) 
» 197 » 8Sw.u lies 7, 9 statt 9,9. 


200 Formeln (38. und 40.) lies (2 +-y)9(2—y) und „(a +y)n(2— y) resp. 
statt (2 +y).(2e—y) und n(e+y).(2 —yY). 
206 Zeilen 5, 6 v. o. lies überall «, und v, statt «, und v.. 
» 207 Zeile 2 v. u. lies sinam(#«-Fr) statt sinam (u +)v. 
212 Zeilen 8 v. o., 6, 7, 8, 9, 11 v. u. und Formeln («.) (b.) (e.) (d.) lies überall £ statt w oder u 


und nur in den Zeilen 3, 4 und 5 von unten ist » beizubehalten. 


» 21 


1] 


Formel (68.) ist w, « resp. statt ©, w zu setzen. 


> IE 
219 Zeilen 7. 8, 10, v. o. ist » statt w zu setzen. und in Zeile 9 v. 0. muss » = sinam (° ‚+) 
I 


stehen; ebenso ist in den Zeilen 4 und 7 » statt ®w zu setzen. 


220 Formel (B.) im zweiten Integral muss 4? statt 4* stehen. 
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13. 


De orbitis et motibus puncti cuiusdam corporei 
circa centrum attractivum aliis, quam Newito- 
niana, attractionis legibus sollicitati. 


(Ab Joh. Franc. Stader, stud, math.) 


(Vide No. 12. fase. praec.) 


$. 3. 


Valeat lex attractıonts expressa hac formula 


Ouod ad coefficientem 


3 ” * “ y® “ .. 
; attınet, mihı dıcendum est, si exponens radı 


vectoris est zz, ıne semper adıungere factorem !(n— 1), qu =1 est pro n=3, 
contra =; pron= 4 etc. Eodem modo quo supra primum invenilur 
ro 
e - 3Or .. 
=4h—2/ R.ör = eu si, leılur 
R Y IB 
a 
‚ = A HM 
(1.) —_—k— + 3 5 
@ r 


quo valore ın generali orbitarum aequatione substituto, oritur 





l 
T 


” c.or 
oO = sıve 
} us t 7 » q 
Jr + +(k’—-)r 


c.or 


(2. = I- | 
. u ö | | -r+@ or | 





d 


Neque <ı neque ce? esse possunt = 0, quapropter unus tantum casus singularıs 


v. 
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. . . . ‘ A 
hie nobis occurrit, ubi est 7 — . 
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1. Casus. 


u ac? 


St? —5=0, ıgı u= Ka’ ——-, tı vadit 
it / s=0, igtur u=kta= nj, lunc eva li 














r 
alque 
fi cdr v” Dr 2 or 
% pi nz - 2.2 = Fr. = . 
V(ur — c*r?) | | u ae. 
wi © V | ab r) “on V aer r) 
Quaeritur, num in curva eruenda punctum alıquod exstet, ubı A = 3 esse possit. 
Sane autem est 
Of r 1 
taneA =r'5-. 7 n ; 
O or [ a a 
| | ni r)\ | (a . ) 





1 
ı  — 
ergo tang;r7 = ( 1 : 
vr) 
quod postulat, ut str = a. Quamobrem simplicissima positio est, si sumamus, 


celeritatem initialem puneto sollicitando ita impressam esse, ut angulus 7 sit = }r 


Hoc modo obtinemus: 
« 


4 or 
. ( = or” E 
Se VIr@—r)] 
e d 
ubi signum — antepositum est, quod ex radıicando intelligitur, radıum vectorem r 


versarı inter limites a et. 


G—=tr 


Denique ponendo x habes pror=a limittem <= 0 et pror=0 
lımitem x = 2. atque integrale ipsum mutatur ın 
[re = 
29x Be 
m — TO X D , 
1l-+ 2° | 
0 
unde sequilur 
y a—r 
Io = arctang,. C = arclang. FE 
aut vice versa: 
1 a—r 
tang.3p = \ unde 
= 2ı 
(9.) r= dA.C005°5P. 


Si denique @ = 4o ponitur, emergit notissima aequatio 


(1.) r = 2o(l-+ cosy) 
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quae pertinel ad curvam, quam dieunt cardioiden, ei quae procreatur, dummodo 
de omnibus rectis, ex aliquo peripheriae cireuli cum radio g constructi puncto 
ductis, attamen ibi exordiens, ubicunque rectis illis peripheria secatur, utrimque 
aequales abscideris partes longitudine datae diametri 29. Insuper cardioides etiam 
ea est epieycloides, in qua rotandı cireuli radius par est radio fixi cireuli. (Tab. V. 
hıg. 6.) 

In fixo illo circuli puncto vis attractiva sedem sibı collocavit, et mobile ex 
eo curvae puncto, quod a polo remotissimum est, petit hune polum cum celeri 


tate, quae omni momento crescit, ıta ut ea ın polo, propterea quod valet relatio 


Be j 
"= infinite magna sit. Cum eadem celeritate mobile a polo removetur et 


) 


alterum curvae dimidium deseribit. Propter periodicam functionem cos motus 
ipse periodieus erit. Sane enim inveniemus, mobile, finito temporis intervallo 
praeterlapso, curvam cırcuiturum fuisse. Nimirum est 

9 =20’(l+cosy)’oy aut 

907 = o?(3+4cosp+ cos2yp)dy, 


unde integrando ab 9 = 0 usque ad p = 9 proficiseitur 
E.. = o’(3y+ Asınpy+singp.cosyp); 
sed tota area NY invenitur, si integramus ab = 0 usque ady= 2r, est igitur 
.r „2 
FR = = 60 T. 
a m BE. 2 l inl; 
Denique, ut ınde tempus derivetur, sectoris area cum a A 20.h multıpiı- 


canda est; itaque habemus 


= 7 ($p+4Asınyg + sngp.cosp) 
(3) 


0 ’ a 
In., =;7 
ı 


T 4 nu k . 


ö . ° ‚ uU j : 
Unde, quia in hoc motu est A? = 2 deducimus 


( 5 
T= ku r° = sive 
u 
| BD. # 
u a = T . m. 
(4) 16 1° 


Faciamus nunc, alterum punctum corporeum iisdem dimensionibus praeditum ın 
altera cardioide, cuius diametrus = a‘ est, circa eundem moveri polum. Quo 
posito x non mutatur, sed 7’ fiet 7”, ita ut habeamus aequationem 

35 * 
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1 2 a? 
iu zu. 
{ 16 73 
quae cum priore combiınata suppeditat relationem 


5 


5 
(13 ER Si 
.)6) nr” T? 
. ec. Pro omnibus punctis in diversis cardioidıbus cırca eundum polum se 
mocentibus, lemporum quadrata in uno cırcultu consumplorum proporlio- 


nalıa sunt quintis potentus drametrorurmn. 


2. Casus. 


e EEE nr a 
Differentia ılla 4’ — 5 positivo gaudeat valore. Jam loco aeq. (2) seri- 


bamus: 


C 


ar ) 
ie or 
(6.) = E or | _ " c? pr 
VW”) / ı/ | r  -—— + 
a? «| 1t [7 
k?— — RK? — 
a 





a? 


et quoniam quantitates u et c” prorsus positivae sunt, collocemus 


y? ui —— r-+ _—— — (r N a) (r a Ier+ y) 
h” = a3 A“ gs pr 


="? — (a+rß—y)r— 1 (a +P)y— a2} rtapy, 


unde membratim comparando colliges esse: 


> >» 
- '% — (ij um ( N — | 
a + ) 0 + BD =Yy 
c* i “ c* 
) ) 2 (mt 22 
(a + I)y — aß = — a +aß+ PB? = — 
i / l k2 [A 4 i IR a 
ee a3 sıve ee a3 
) u 9 ) u 
f a —— — /* /" nn — u 
a 2% - - a (a + P) n -E 
Den kr — 
da [2 


QVuibus valorıbus in (6) substitutis orietur: 
«7 R) 
r 
wi 2 2 22 
’ = OA! N . , s ie 
(4.) 7 Vatap+| Dr 
a 

quae forma, quod ad radices « et pertinet, symmetria gaudet. Ponamus esse 
> P, ıta ut valores quatuor radicum sequantur hunc ordinem: 


A 


No 
) 


rj > 
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„== © 
nn =—(a-+P). 


N", 


Nune quaeritur, qui sınt valores radıo vectori attribuendi. OQuod diiudicaturus 


graphice eonstruas functionem 


= (a—r)P—r)r(a+P-+r), 


ponens r designare abscissas, y ordinatas. Quo facto illico intelligis, radieandum 


’ 
O 


sive ordinatas y esse positivas, quamdıu 


r aut inter limites 0 et 3 
„ „ IE) ae on 
„on »„ -(la+P)et— 2 


versetur. Ultimum casum rejiciamus necesse est, propterea quod radıus vector 
semper negativus erit. Hestant igitur duo casus, ubı radicandus valore gaudel 
positivo; quapropter duo eonsideranda sunt integralia. Quod autem ad eorum 
limites attinet, limes inferior ad libidinem eligi potest. Itaque, quod ad simplicı- 
talem plurımum valet, id amplectamur. Sed manifestum est, aeque aptum ac 
simplex esse, si ponamus, punctum ad motum sollieitatum fuisse, quum primum 
radıus vector r extremos Ipsius valores accepit, 0 et &exceptis. Wuo posito pro- 
fıcıscuntur haec duo integralia: 
H mund ar > 

Na ii 


PR 


8) ge Hapß+ PP. 
'» 


ubı valent aequationes: 


or 
3odr u u 
| 3 m 2 u Be 
(9.) 1 — |, u. | r* =k— +, 
e/, E 
) FE ‚ 
a—+ P=) 
| ce? 9° 
++ ar 
(10.) ” | | PAR — u 
- up? 
& (a + 2) eu 
alque 
+0r 


oe 


1. 


Ir(r u. «)(r = P)r + y) | ? 


ubı valent: 











attract, 
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.r 
3or u u 
\ | u. ( — Ep Al . um rn " 
l | r* a? + 7 3 
® a 
at —=Hn 
i / 
2 +uß+ß? - 
(13.) I l ek — u 
3 
u c 
) > i 
aBiap Dim 
P) ru 


Simul facile intelligitur, angulum 7, quem radius vector cum tangente facit, rec- 


tum esse illic pro r = , hie pro r 
Utrumgque integrale duciıt ad functiones ellipticas primae speciei. 


= a3 ıtaque illic est ce = Ph, hiee = ak. 


Gonsideratur prımum ıntegrale: 


— örT 


ya (a +ap ee pr —V—V. 


“ 
a 4 2 


Posıto — 2° orıtur 
Tr 





e | u? ”. aß & PR .. Oz 
( zZ me A 3 e | 
j (e— P)(P+Y) 4 | (14 —— „)(1+ »)] 


pro 0-0 


quod, ut modulı inveniantur, cum generali formula 


Ci ’ 
ÖX 
_ a r 3 ., pro x = langa 
e Jva+a)l+z?:) I ai 
0 
‚ 7 ’ 
comparandum est. Quum autem st ———<1 et> ei, ponarmus 
a—ßD P+Y 
er U 
pr 
\ / 
(14.) | 
« A Q 
“+ Träu ee 
unde sequitur esse modulos: 
(e+Pp) _ a? — P? 


(2 
% 


e($+7) eo? +2uP 

Ä Ple+y7) - °+2«P 

we — = r 
«(5 +7) a? +2«P 


u 


ty 


atque 
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: ta + P? °r Or 

oo = UV Eunerl z em a 

} a(#+7y) Vl+a’)(l +7?) pro ) m. I . 
'y 

Sı nunc x = tangamu ponitur, emergit 


ui e@tap+ PR 
une «+ 20P u 
aut brevius 


1/ ®+20P 
6)  u=er pro em Varruper- 


Quo valore introducto habebıs: 


1/ 4 u 5 9— T | 
tangam u = tangam (y)=axe | u ae } en „ unde 
aß i 
11 dies: & + (@ — A)tang?am(ey)? sive 


& Pecos? am(E p) 


U — [p} sin?am(& f) 
quae est aequatio inter r et . 


Orbita, quae puncto mobili describitur, facile construi licet, Nimirum 
enim &p erescente a limite 0 usque ad limitem A *), decrescit r a valore 3 usque 
adO0; mobile igitur petit centrum, ac quidem cum velocitate, quae omniı momento 
augescit atque in centro infinite magna redditur. Motus autem sine intermissione 
perdurabit, propterea quod functiones ellipticae periodicae sunt, atque spatium, 
quod decrescente radio vectore ab 5 usque ad 0 deseribitur, finibus conelusum 
est. Is valor angulı p, qui &p adaequat cum A, designetur per @. Sin autem 
sp secundum quadrantem percurrat, mobile a centro removebitur usque ad distan- 
tiam , quo in puncto &p = 2K aut p = 2" evasıt. Tunc denuo mobile ad 
centrum adpropinquat atque ipsum adıpıscitur, simulac&p = 3K, aut pg= 3% 
factus est. Sic motus continuabitur. Curvae aequatio non mutatur ponendo 
— ep locosp, qua de causa versus regionem oppositam aeque talis curvae ductus 
evolvitur, quem modo descripsi. Ut curvam delineare possimus, scrutemur, 
quantus sit angulus ®. Notissimum est, modularem quadrantem A esse maiorem, 


quam 57, itaque etiam erit 
sed factore 


*) K, qui nominatur quadrans modularis, definitus est hoe integrali finito: 


x u 7 09 Re 1 dr 
JS VvAa—2sin?y) u er - z22?)) 
0 0 
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© ’ 


9, 
- 


’ a +2aP 
ar | a 
] a? + ad + 9? 


qui monade minor est, angulus ® diminuitur, ergo est 


D> 





atque eo magıs D23;n, | 


quapropter curvae extrema delineamenta erunt, ut in (Tab.VI. Fıg.7). Postquam 
argumentum 4 sive &f nes auadrantem modularem permeavit, ıtaque p=n.® 


. . I* D D inc . . 
evasit, certe angulus saepenumero cireuli cırcuitum, e. . ar pereurrerit; Sı 


ıo1tur ponere lıceret 


oO 
np =2mrn, aul 
m 1 
= 5-:b, 
n 27 | 


radius vector quadrante moduları finito eundem, quem quando antea, locum ob- 
linere posset. Sed hoc postulat, ut ratio D:27 sit commensurabilis:; id quod 
sane fortuito accıderet. Quamobrem colligimus, in universum curvae finem ab- 
esse, earnque tot habere vertices, «uoties radıus vector adeptus erit maxımum £. 


Itaque circulus cum radio P constructus omnes curvae vertices tangıt. 





Ex formula (IT) deducimus 


«5° costamu, du l Fi ) cos’amu.Ou 


(@ in eu „. aut 
2: (@—Psintamu)” 2: ui 


006 = 172,09 == a 
2 a—ä 


(1+ ?_ cos’am u) 


Jul 


. c08? amu ) 
eG = DD 


l an = au cos’amu.0u 
In. 0= r , 3 TR ) 
2: \e—/ p 
® 0 f 


et area, quae describitur, dum &p = u crescit a valore O usque ad eD=K, erit: 


cos’ amu.Ou 


“ ı ( a) ) o . 
(11) =, \o-ß (1+ x % oma) 
. ”) [7 





— j} 


Hoc integrale formula reductionis adhıbita ad integralıa ellıptica tertiae speciei re- 


ducere licet; sed ıd praetermittamus. Sı denique hoc integrale cum factore 
B) 5) 


© Dh 


multiplicaveris, etiam tempus / habebıs. 


Gonsideratur alterum ıntegrale: 


.' 


tor 
7 u —— 2 fd) 2 er —— - _— ee u . . . . ) 


Ü 











13, Stader, de orbitis et mot. puncti circa centr. attract. 9] 


° am: 124 2} . . . . . . 
Posito „_, = 2°, novi Jimites erunt 0 et 1, atque integrale mutabıtur ın hoc: 


s 


ea? + aP+P? 2 Oz 
pg= 7. | ( )/ A : pro 2 ei 
L 14 Y Pu) j? +) > 
( (@ +7) a a [a-2)(1- 2®)| 


+; 





| Sed haec forma nondum congruit cum forma principalı 


Per Or R 
j = r er To x = SsınamUuU „ 
«T Jvra- ya 22] | 


0 


quamı ob causam ponamus 


ge u Pr . 
zz uw Ic , z ma X. 
G a) 
unde sequitur modulus 
& 2 3 a} 
) CR 
a Br? 


qui ipse idem est, quem supra adhıbuimus. Hac substitutione orıuntur limites 





’) 
I Y en | 
x=V0 et r=|] . quae fractıo sıncera est. Ouo facto habemus nune 
@+Y’ x 
’ 4 
a +a9 + f? Zi da 
( = VG - ” ” 5 o SI\ e 
} | +20 vI1-+ 2%) (1— z°r°)] 
P2 \ 
.L Jr u; P-+Y 
Ed = er ED Er, | ’ 
f vd — r’) 1 —z°:°)] | a#+D 
u) 
ubı valor coefficientis < cum priore omnIıno congruit. Sı nunc x = sinamu 


posueris, eandem obtinemus relationem, qua supra ınvenimus, 


ep =Un 


ıta ut valet ae«juatio 
x = sınam(eg). 


) 


a +5 
Sı praelerea ılle angulus p, quı adaequat x cum | ns per ı, designetun 
£ ‘ 
emergil 
In 2 . 2 og i r—a 
sin’am(ep) = a? = sın“am (en) .2" = sın'am(en) 2: unde 
ö m 
cesın am(£ N) — sin? am (&yp) 
sin?am (£ 7) — sin?am(&f) 


Crescente angulo p a valore 0 usque ad „, erescit r a valore « usque ad 
nn. Sı Y magıs augesceret, 1. €, SI 9 valorem „ transıret, r proxımo momento 
= — o lJıeret, ıla ut punctum mobile ab uno infınıto ın alterum infinıtum salıre 
oporterel; id quod hieri non potest, Quum praeterea radıus vector r non mute- 
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tur, quatenus —@ loco p collocatur, inde colligimus, curvam in vertice duobus 
ramıs diffundi, qui ut aligua parabola, usque in infinitum expanduntur, et quo- 
rum asymptotas angulus 7 determinat. (Taf. VI. fig. 8.) 

Curvae quadratura ducit ad similem expressionem, quae supra nobis oc- 
currit atque, formula recursionis adhibita, ad integralıa elliptica tertiae speciei re- 


ducenda est: qua de causa hanc disquisitionem omittamus. 


In utroque integrali sıt « = ß. 
()uo posıto integranda sunt:! 
3 Ad Or Br 
a S . / TO F / 
4 “| («a—r)Y|r(r + 2e)] p 
e ji 
. 3 re Ö 7 j- or ° 
| DD me ü - 0 ar I“ 
\* (r—«)Y[(r(r+2«)] I 
e k 


h; La a9 BIT 577 
ubı nunec valet a’ = „,;, uta = 55. 
2k”’ Ic? 


r+2«o 


Ponendo 5, = x”, invenies limites novos esse ın priore integrali 1 et 
a 2« — 12c.29a2 . 
ın altere Let Y!: porro eser= 53 ,— r=— . Ideoque 
D, 33 | es 32 _1 > ° Br—-D’ ) 


'zor 1 
= ( = oO X ü 
2% pr mi fi 00 


= _- Or a BT 
u Em yı<az<1. 
® 


(QJuia utrumque ıintegrale ın limite inferiore infinite magnum redditur, ıntegremus 


ın altero limite incipientes, ita ut habeamus: 


1 x — Ox 

(18.) yo | je Tu pro © > i atque 

e N 

.r dr 

(19,) 1 = / 1— 7° pro | 3 er x ee 1 

» 

v3 
unde proficiscuntur: 
'p = Arcebot. x atque 


4p = Are Tang. x — Are Tang. Ya. 


Sı Arelang.]} = 4v posueris, emergent aequationes:! 
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je r+2 l 
Gotsy u S, 
=. /r +2« 
Zangı®+Y) = | 3, ° aul 
2« Boy —1 
AN "TC lg IT 9 Co +2 
2« Gy) 


u 3Tang’ikvg)—1 ABl + y)—2 
ubı Gosv = 2 est. 

Quum sit Cos0 = 1 et Coso = 2, docet aequatio (IV.), crescente an- 
guloyp a valore O usque ad ©, radium vectorem r succerescere a valore 0 usque 
ad «a. Simul aequatio non mutatur, posito —y loco . Itaque curva dupla 
aliqua spiralıs est. cuius vertex in circulo cum radıo « constructo iacet, et cuius 


duo rami innumeris circa centrum volutationibus factiıs ad centrum Iıpsum perve- 
a 


niunt. Huic eurvae maena sımilitudo est cum ılla: r = . 
o Gosng 


ın priore $. sub V, 
considerata (conf. fig. 4.). 

Sed altera aequatio (V.) ostendit, radıum vectorem r, augescente angulo y 
a valore O usque ad 2, decrescere ab £ usque ad a. Curva igitur est alıqua 
sprralis, quae post innumeras revolutiones circa centrum ex infinito progressa 
sensim ad circulum cum radio « constructum appropinquat (Conf. fig.9.). Quod 


autemn perlinet ad relationes inter tempus et spatium, motum exordiri in iis punc- 


s, ubır=.a est, sınere non possumus, propterea quod ıta integravimus, ut g 


pror = a sit infinite magnus; neque minus ın Jis punctis motus incipere potest, 
ubı = est. Namque ın prima curvaetr=0proyg=0, unde sequitur, 


ibi celeritatem initialem esse oportere infinite magnam; ın altera curva pro = 
evadtr=&. Qua de causa inter alios limites integrandum est; id quod nullam 


difficultatem habet, sed implicitas olfert expressiones. 


3. Casus. 





uU . r 
Differentia ılla 4? — m in integral (2) sit negatıca. Hoc posito obtinemus 
oo — — 11 
(20.) IRG vr. S |("*: RE 
er 2 u o 
] ig re 
dl 
Quoniam prima potentia radıı vectoris r coelficiente positivo praedita est, cubica 
aequatio 
2 
| C u 
"+ - Do -—=V— 
SE E 
a’ a 


39° 











294 13. Stader, de orbitis et mot. puneti circa centr. attract. 


duas habet radıces Imaginarias. Qua de causa ponere lıcet: 


q € it 
+ den 
fi k? ME 
a’ a’ 


(r— pr +3p + Uhr t3p—4gN 
(r— pP) +pr+1pP®+ 9) 
P+(P—ip)r—pGpP'+q) 


| 


unde sequmtur esse 


[ c° e BE ur P Ei 
\ 4 T—ip, ıgitur Ag >3p 
{ 


lv _r =p(ip+g) 


Praeterea liquet, radıum vectorem r tantummodo inter limites p et 0) versarı 
posse; quare ponamus ese a=p, au\=;T. ()uo facto orıetur: 


% — Or 
( Ener 1 ıi_; g: i ; 
p=!y(4dg’—3p Neon re 
pP 


Sı nunc ponitur 
' A 


9, 
— u ad 


r 
mutalur Integrale ın hoc: 


Oz 


{ zen *) / Fe 2 y 2° ; 
p = 2 (4 / 3p : I > 4°) + 2(3p°?+ 449°) + (p? + 44°)2°] 
0 


pro Ve 


Brevitatıs gratıa sıt 


- 


9” +4y"= m’ 


> 


(22.) | pP+Agen 
SpA =mny 
'gıtur 
" m’ ++ In? 
\ ‘7 4dmn 


(23.) 
2149?’ — 3p°) = Y(6n’— 2m’), 
Tune fit 

Oz 


u m Rn V<-ı.ı< nn. 
p=Y(6n am‘). |; (m? + 2mny .2? + n?z*)’ R 

® 

0 


«uod integrale comparandum est cum generalı formula 


.r Ir 
m r 1+2(.? — »’)2? ta] 
e/) 
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pro x = tangz am 2u = tangamu.Jamıu. 


Scribamns ıgilur primum: 


2m? al Oz 
Eu m / '(14+2y-2 . 
N, u. 





„2 = 
. z’4 x ) 
m 1“ 


») 
R n n R 4 . . Yy 7 ) 
atque radıcandum 1 +2y. . + (* 2) cum ıllo radıcando 1+2(x” - x?) 0’+.0 
a . m‘. 2 ß m 
membratim adaequemus. Inde sequitur esse mu, d2mda | 
n 2 2 7 2 “ 2 Di) > ® it 
y ze (k" — x) = (1—23%)x. jeltur 
m (% ) ( %") ıgıtu 
y1-—2«, 
unde 
1-7, (m —n)(3n — m) 
m > : = 
| 2 | Smn 
(24.) j ı,’1+7y (mtn)(3n-+ m), 
“ = = 
| 2 Smn 





quibus substitutionibus transıt integrale ın hoc: 


4 ,6n?— 2m? “.- 0a 
p u | a / 9) Io 2 2 ‚419 0 er no OD. 
mn vIl+2(”7—z’)a2” + €] 
o 
v0 
1 | ER. — ; et x = tane!am?2z ponitur, emersit 
Sı denique Von ed et x = lang, am [ m oO 
uU — Ef; 
ıgıtur 
> ) N, N ' 
2 Be A a un Ei Se 
tang' Jam 2u = tang’}am(2ey) = a’ = „2 gr 
unde 
. pn 
VI. r =» 


n + m .tang?3 am (2Ey)’ 
sinam(&) 


ubı valet tangtam(2ey) = tangam (ey). dam (ep) = ine). 


yo o » BEER . . i j I fi u 
Sı u=ep crescita valoreO usque ad A, fit am 2u=1T, igitur tangzam2u= &, 
quare decrescit radıus vector r a valore p usque ad 0; magis erescente g simul 
augescit r, ac quidem ertr=p, ıu=:y = 2K evaserıt; pro u= 3K iterum 
ertr=(), et sic deinceps. Itaque motus est periodieus propter periodicam func- 
lionem. Omnino igitur eurva perpetuo circulum cum radıo p constructum invı- 


cem tangıt eiusque per centrum transıt, ubı vis attractıva sedem sibi collocanıt. 


Sımul vides, aeqnationem non mulari, sı — @ loco p ponatur; unde sequitur, a 
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prirmo vertice ın contrarıam partem aeque talem evagarı curvam excurrentem. 


Curva igitur similitudinem speciemque gerit illius, quam sub (11.) invenimus. 


(Tab. VI. fig. 7.). 





Gubhernet lex attractionis determinata hac formula: 


Bu 


r” 


$. 4. 


Iterıum primum derivemus velocitatem ©. Secundum formulam (I. S 


statım obtinebis aequationem 


(}.) el? —_ | Ay Br a, ® x u 


y> a 
e ( 


quam sı in formula (1. S. 1.) substitueris, orıetur 





o a (- | cor _ | 
a r | R — er + (fr “)r‘ 


di 


Primum eonsideremus singularern casum, ubı est 


’ U ; KA 
kK—-—, —=0 . a 


a Fe 
Quo posito habemus 


g= | cedor 
.J/ V(u — er?) 


da 








22 a: c* I 
sat GB ER KK ZU ou a: 
de sin?7 | 
“, 
| or 
gog= R 
a” . 
® ı (5; we ” 
unde deducımus 
og r R 
tane/) =) .„ laque 


Tr F 





lang; r = 


Fr pe De . 
V(a’—r‘) (5-1) 


.1.) 




















13. Stader, de orbitis et mot. puncti circa centr. attract. 297 


quod conveniet, sir = a evaserit. Quapropter simplicitatis gratia initialem vim 
puncto movendo ita impressam esse ponamus, ut ipsius directio primam radii vec- 
toris directionem sub angulıs rectis dissecaverit. Qma0 <r = ua est, in inte- 
grali nostro signdum — adhuc desideratur. Quare valet 


9= (via, > arccos(?) 
P Jar) "N\ar 
d 


or 


unde proficiscitur aequatio circuli‘: 
u u 
1. r=a.cosp = 20ocosp 
relata ad polares coordinatas, quarum initium in circuli cum radio g construct\ 
peripheria positum est. 
Sine negotio invenitur sectoris area 


Fe ) ee . = #7 ’ 
VE - ı [ro = 20: S cos? yp.ay —— fa + cos2p)9p, sıve 
0 


0 v0 
I u = 0° (p +:sın2y) = 0° (p + sın P.COSP), 


unde integrando a y = V usque $ = r Lola area procedit: 


2 


l.o) sang ’ 


% 


ut notissımum est. Tempus inde deducimus multiplicando sectorem cum factore 


2 2 I 


c ak" ok? 





itaque est 
0 Ä 
lo, t=,.(pP+sinpcosy) pro g<;r, 


dum tempus In uno circuitu consumptum habet valorem 


FR Q 
I. = Rer ’ 


L 
aut, quia posuimus esse u = a'k?, igitur k= Yu:a?’—= Yu: 40°, etiam erit 


Arno’ 


0° 
ıtaque Ju= 7 


Yu . 


Ponamus nunc, alterum mobile punctum isdem dimensionibus possidere eundem 


4 
I.o) T= ur 


” “ J . 
polum, ıla ul, quonıam Ya non mulatur, valeat relatıo 


Ar.0"” 
Ya 
unde sequitur esse 
0° 0° 
I.) T un q’3 ’ 


1. e. Sim cırculis ın eodem puncto, ubr vis altractıea posıta est, sese tangen- 
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tıbus diversa puncta corporea moventur, tempora ipsa in uno circuitu con- 


sumpla proportionalia sunt eubo radiorum. 


CGasus generalıor. 


U 





Il. Differentia Mn sit posıtıva. 
Nune radıcandus integralis 
C #' Or 
3.) (p = / > 
e k: N er u er 2 4 
| ( = Ss | ( u 7, r + r 
7 2 > 
k’— N— 
at at 


propter ıpsius formam biquadratıcam ita serıbatur: 


(a — r?) (— — a (a’ + 5°) + r' 


unde comparando INVENIES ESSEe. 


2% u Mr e 
A 0 = - a tn = 3 
N; k— 
dl Ad 
quare orıtuı 
ß " ®, Ir 
N ( u (0 A 4“ 53 2 > Y 
au * "| Ine-m@=# 
TA 
6%; 
) ‚2 Or 
x >= at 5° v4 2 5 ‘ 7 , 
aut } A f f} [(r? — a?) (r? — #°)] 


prout » minor aut maior est quam utraque radıx. Sıta > 5; quam ob rem ın 


prıma aequatione ponamusr = px, ın altera r=uax; est ıoıltur: 


V(e*-+ 3?) £ — dr 
aut = 57 
| 


t 
’ 


a A-29)(1- 52°) 





V(e’ + 
aut @ Z 


® Or 


lam perspicies, ın uno integrali valorem varıabılıs & inter limites 1 et ®, ın altero 
inter limites 1 et & versari posse. (Quapropter simplıcitatis gratia ponamus, ın 


utroque casu primam radıı vectoris directionem esse eam, ubiı @ =1 est; obtine- 


mus ıo1luı 























13. 


p 


u +Pß 


(3.) y 
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— 0X 


| 
‚2 


te- 


r 


1) (a? -",) | 





ac quidem valent ın primo integrali relationes 
u Eh 
222 | 2 PM 
ee ; & ae > ) 
[ ki m 9° k* — U er» 
4 
(6.) . unde 
m u e 
a - = PR, 
B_ | 
Ä 
atque ın altero integrali: 
2 22 u | ‚y ru 
a 23" Si u: 
u |" JPRRR | “ art u PFO 
- unde 
(7.) c? 
a’ P° — 2 - 2” k?. 
In 
2 
Sı denique Wr — modulo +? alque primo ıntegrali © = sin coamu, in 
| Aamu tl ; 
altero x = = -—. - Dosueris. emergent aequationes 
ıllero cosamu sincoamu P°° > | en 
a? + g e 
g=uV w =uyA+r)= "Us 
2 f 
11. r— p ‚„sıncoam ya + 2) 
alque 
(£ 
IL ve - 
sın coam 
in co (, A u 


Quoniam sin coamu et = sinam(A — u) et 


nostras scribere possumus: 


— sınam(A + u) est, aequationes 


f 
ra pP sin m(A+ 15) 
& 
r= r a 
sin am ( K + ya ee 
Si nunc @ sucerescit a valore 0 usque ad Ky(1+x’), crescıt 


sın am (A + =) a valore 1 


ya+: 
XLVI 


Crelle’s Journal f, d. M. Bd, 


Heft 4. 


usque ad 0; itaque illic radius vector a valore 


40 
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P usque ad 0 decrescit, hic a valore « usque ad 2 augescit. Magis crescente 
angulo p in ulroque casu radıus vector negativus redditur. In ultima curva 
statim intelliges, radium vectorem, ut primum g>A .V(l+x°) evasit, a positivo 
infinito in negativum infinitum salire, id quod a puneti motu abhorret. Itaque 
haec curva sımılıs est cwidam parabolae, quae ab ipsius vertice in distantıa r=a 
posito emittit duos ramos, quorum asymptotae determinantur valore g=y(1+x°).K. 
Quoniam omnino modularis quadrans K> 147 est, a fortiori erit K.Y(1+»°)> in. 
(ua de causa accidere potest, ut ambo ramı circulum cum radıo & constructum 
includentes semetipsos saepius perscindant, priusquam adıpiscuntur infınıtum 
(Tab. VI. Fig. 11.) 

Quod autem ad priorem curvam perlinet, negativus r facıle interpretari 
potest. Sıquidem, quandocunque r negativus est, ipsius valores in contrarıam 
directionem a polo egrediens construxeris, curva orietur continua, quae nusquam 
interrupta est. Quum autem valeat sin am (2 zn. A) = O atque sinam((2,n-+1)A) 
—(— 1)”, dummodo m numerus sit integer, radıus vector statis auctibus ac dimi- 
nutionibus crescit decrescitque, ita ut curva sine ulla intermissione invicem modo 
circulum cum radio $ constructum tangat, modo centrum eıus pervadat, In uni- 
versum curva non concludetur, nisi ratio K.Y(1-+ x?) :2r commensurabilis red- 
datur. (Fig. 10.) 

Quadratura utriusque curvae nullo negotio efhcitur. Nimirum obtinemus 
pro priore curva 


7 
- 


©) A . 7 ny 2 U. 2 jr 
o= 6° / sin’ coamu.9p = !P°.Y(l-+x If sın“ coam u. 9u. 
1" 


D 
0 


Si ellinticum inteoral undae speciei / Aamu.du desienatur per el(u)*) et 
51 ellipticum ıntegrale secundae speciel / amu.ou desıg 

Ü 
totıum integrale 


A 5 R . » . . 
/ Famu.dou= el(K) per E, inde facile deducimus: 


u 


uU, PN U ns el(u) 
/ sınramu.gou = 2 
. % 
0 
unde sequilur esse 
2 _ (kK—u-el(K—u) ou+del( A —u) 
sın ccamu.d9u = —d „2 2 y2 a 
*) Hoe symbolum @udermanni alteri E(w), quod Jacobi, nova variabili «= F(z, g) introducta, 
Fundamentis ipsius iam editis, in huius diarii tomo IV. (pag. 373) praecepit, praeponendum esse putavi, 
propterea quod illud faeile eum E commutatur, praeserlim quum, ut in funetionibus elliptieis primae 
speeiei fieri solet, simplieitatis gratia modulus x demittatur. Etenim si in E(w) posueris loco argumenti « 
ipsius complementum A—-u, expressione E(K— u) etiam significari posse ellipticum quadrantem E, qui 
multiplieatus est cum A—u, plane perspicuum erit. 
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alque integrando: 
a > u—-|E— el(K — u)| 
/ sin?coam u.9u = = 
0 j 


cuıus loco ope notissimae relatıonis 
E = el(w) + el(K— u) — x’sinam u. sincoam v 


serıbere possumus 


ug | u+ z?sinamu.sincoamu — elu 
/ sınccamu.du = —— 


0 
quo integrali adhibito erit sectoris area 
A’Y(l+%?°) 
' Pe 2 9: (u—elu+r’.sinamu.sincoam u) 


unde tota area N, quam curva a verlice usque ad centrum includit, invenitur 


ponendo u=AR, est ıgitur 
7% 
i ) Suite +x°) 
II... = 9,2 (K—#E). 
Notissimae sunt series pro Be: A et E, ac quidem est 
| >» 1.3.5 „\® ' 
= I + + (2° z*) —- e) one 3 
rd ce, 7 De A u Ace En 
1.3 1.3.5 “ 
E= I — 1) — 2) - =} #)- ER 
Pr ı 9° Er 5(2.4.6 ’ 


unde profieiscitur 


u er A EHRE (KL 1(1.3.5.7 ' 
KB rt 24.68 + 


Pro altera curva nanciıscimur integrale 


» r “ 
0777 , OU 
7 1} 2 v 2 
as BD —— —=zo.y(1#x)- wre 
. | sin? coam « su.yL Pass 


0 0 


Da| ee 


quod hoc modo invenitur. Differentiando logeosamu obtinebis 


o log cosamu 
= — tangamu.Jamu, alque 


OU 
o?log cosamu Ze I” amu 
na = x" sın amu — P 
ou? j cos?am u 
i i 
— ]—- A’amu— 


sin? coam u’ 


unde ıntegrando emergit 

OU . 
FRren r — ( — At ı 0 [ 
tangamu .damu = u — elu J: sin? coam„ > !aque es 


40° 
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“ Ou 

— — ‚am ı— elu. 
Nam: langamı amu-+t ı 
ro, 
ıta ut habeamus 


II... ce=3a'.y(l+ x?°).(tangamu. dJamu+u— elu). 
lam intelliges, sectoris huius aream infinite magnam fıeri pro u= A, id quod 
valde convenit, quippe quum radius vector pro u=K ipse infinite magnus 
reddatur. 


Tempus a vertice usque ad aliguem locum praeterlapsum invenies, sı illum 


2 2 2 2 we “1 i 
sectorem cum — = 75, hune cum — = —, multiplicaveris; itaque habebimus pro 
c k3 C ak 
ılla curva: 
2 ? 
> vd px ) hi . . 
I. 0 t=7' za (u—elu+r’sinamu.sin coam u) 
L ‘dr 


el totım lempus a vertice usque ad centrum consumptum erit 
> / 0) 
m P yvil+) h An 
I... T=7' a (K—D), 


(ubı celeritas initialıs X non est commutanda cum modulo <.) 


Pro altera curva obtinebis 


[64 >} 
Il... I=,.] (1+ x) (tangamu.Jamu+ u — elu), 
ı 
sed lotum tempus fiet he = 2. 


Singularis easus. 
Sıl in ulroque integrali & = P. 


Tune ex aequationibus 4 et (5) proficiscuntur hae novae: 
2 ı_ dx: Pr 
== W; = MO 21, 
3 ee 
wr. 


er a, 
+08 
% = y2/ en pro 21. 

0 


Sed qua functiones pox=1 infinıte magnae redduntur, ıta ıntegrare malımus, 


ut funcliones in limite inferiore evanescant; quare habemus ' 


” +9x > 
A | z wo x 
pl; I I 
eo 


v0 
©: Ei 
%Y | ; = 2 1 pro > I 




















< 
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unde procedunt aequationes 


IV. r= = «Lang, 5 
1 ae - Da 
V., mo, Got v2 . 


quarum prima ad curcam spiralem in circulo cum radıo « constructo contentam, 
altera ad spiralem alıquam pertinet, cui summa similitudo est cum illa in (8.3. V) 
descripta, ex infinito progrediente sensimque ad circulum cum radio « construc- 
tum prope accedente. 

Quia limites mutavimus, ad tempus eruendum inter alios limites, scilicet 


fo, et P, integretur necesse est. Statim obtinemus 


a? [F 

o= 2 fo4 ITang’ a alque 
So Got" 

oe — 9 . 

) 2 = re) p [8 l 2 . 





Ouum autem sit 
oLangaz = ox(1l— Tany’x), 
bot = — 9r(bt’r — 1), igitmi 
9x. Lang’ = dm — Hdangr, 
ox.Cofz = dx — dbotr, 


Invenimus pro prima curva: 


No os) —VzRangpyz — Tango 3)l 


et pro altera curva: 





lo „,F 
Vo o=a | 2 (p — + (Get - - bot75 


Crescente pa Jimite p, usque ad 2 z In utroque casıı area sectorıs ınfınıte magna 
fıet. Itaque tempus ın tota curva deseribenda consumplum etıam erit ınfınıte 


magnum; sed tempus ab eo loco, ubi 9 = 9, usque ad quemlibet alterum locum 


computari licet his formulis, ac quidem pro priore curva ope formulae 


IV oo, i=ı [@- - 4) —Y2 (Tang ; v2 — Rang; 3) | 


alque pro altera curva ope formulae 


g eV .,%o ze 
Von i= | ur fo) +] 2 (Got v2 i Cot 2) | 
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2. Casus generalioris altera positio. 
Diff a... r 
ıffere 2 — , sıl negatıca. 
ıfferentia a‘ szı nezatica 


Quo posıto habemus 





c |- or 
Y —- ” ” . 2. 4 ce? 2 9 
1 — iR). au y’ — r* 


ubı loco radicandı ponere lıcet 
2 2aı\/ a2 ‚zu, 2 92 2 2 2 
(a +r")(3 } )=u P — (u — BP)r — r', 
| Zn Ser -._ - 
unde intelliges, hanc substitutionem fıeri posse, sı « > 5” esse ponamus. (Quo 
lacto invenimus: 
a* u a u. a*c? 


O7 45 . a" —- I)’ = 
4 u—a'k?? 2 u— a*’k?’ 


)7 


9 2 7 
4 — | (a Pr If) (a? + r?)(? —-r’) . 


lam perspieuum est, limites radıı vectoris esse 0) et P; quare ubıque littera @ cum 


3 commutemus, ut motus ıbi initium capiat, ubı radius vector cum linea tangente 


» = 1 = 
facıt angulum 4 = !r. Inde oritur 
4 
/ en P u n Pu 
an = 72 unde a = , 
\ | u— Ik”? u— Hu 
|2_p pre’ 
en 2, alque 
% | u— Ah? Er 


E — or 
Zu 2 AR ES 
y = Va — P7). VI(@? + r?)(#° — r*) 


y 


Ponendo praeterea r = 9% evadıt 


i 


0, 


— ()T 
E—ı$ («° BE B?) SE A 
N 


quod integrale, sı comparaveris cum formula fundamentalı 


#, P 
— 0X 
u = 2 ’ er To x Z cosamiu, 
„Jvıa ar)? + 222] | 
de 
2 8 
r a 2 ‚ 
statım perspicies, ponendum esse a = 235 aut sı parumper % = C0S x — sınW 


ponatur, valeat oportere aequatıo 
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29 
3>* 
2 DE } 
tang’d = mr 
. n a? 2 P 1b; 
unde sequitur esse «=, Ay ,W=a, a quamobrem serıbamus 
} 





ER 2 
Ver) N" va-»(5 er 2) 


(5 a4 3° 
ıta ut ponendo 


=) 
[4A n 
En; 
= — 
9) FR 1) - ’ 
y® / - 
[44 DD 
22 
l e_ 2 
0) I? u - ’ 
ap [p° 


proficiscatur aequatıo 


> 2 -0r 
ur. -3 Jya5 (2? + 222?)| ’ 
0 


quae, posilo © = cosam u, transıt in hanc: 


go=] (x” — x").u ; 
est ıgıtur 


f ) 
nr — 2 FE /3 « 2 5 
| r= Pcosamus = cosam (, HT _ 2) 


v1. / ala 
| > V + P? 
= pcosamfFy\.._ =) 
Haec curva propterea quod — P loco $ ponere lıcet, a primo vertice duos 


aequales ramos emittit versus regiones oppositas, qui usque in inlınıtum modo 
per centrum transeunt, modo circulum cum radio } constructum tangunt, (Fig. 10.) 


Itaque forma huius curvae sımilis est ei, cuius aeqnatıo erat 
r = Psincoamu. 


Facıle ınvenies pro sectoris area: 


2 
J 


9% ılk 
— A | 
= fe J cos 08? am( a 22 Joy = _— u (: 2 5) Jos AamuUu.OUuU 
m V(z " ee 


“ N 7 . . 
quoniam autem est Pamu= x” + x’cos®’amu, ıgılur 


elu = x”. u + x /co?amu.du , 
0 


obtinemus 


vr ß? EV & = 2) “ — E 
. 0 == " ® | 
(1) 2 +52 3 
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et tota area X, quae includitur radio vectore et una curvae parte a verlice us- 


que ad centrum se a invenitur ponendo u=KäK; est igitur 


Ye VG 5) (- Er a): 


2 ö 
Denique inde tempus derivatur multiplicando o cum - = 7, ‚ta ut fıal 


Yo. VE 2) ) 


et totum tempus, quod a vertice usque ad centrum praeterlapsum est, habet va- 


. u. E—zx?.K 
I; ) ‘ z . 
a? + 9? zn 


SEX 


Gin 


19 


lorem 





9. 
odem modo, quo supra, orıtur formula 
or u Kt 
5 7} f N 
Ru] Fei-! 7 
(1.) h in) a 


quae ın generali orbitarum aequatione substituta suppedıtat 


I- e.1,97 
9 — ö 
TI ve -er+@@-r] 


( er.or 
ii '\ 243 2 _#\,s5|! 
JVir[a—er+ (8-4) r]i 


Ouum radicandus sit sext/ gradus, expressionem vulgarıbus subsidiis integrare 


ROHR u Pe 
non poteris. Sed singularem casum, ubı #? = „5 est, sine ulla difficultate abso!- 


vere licet. Nimirum evadıt hoc posito 


ii 
dr 

p — | " 
e/ , (5 2 


it > 
aut. auıa u = Kar. = a?k?sın?). Jeıtur — = m . orıtur 
aut, g | „45 c? sin?7° 





























. 
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cD — 


a? . 
3 
Ge A ) 
e ; 


d 


unde facıle derivabis 


- Op j r® . 
tangv = ı SF 1} a3 ur .„ ıtaque est 


sin? } 
) ] ( r® ) 
ang!r = B 3); 
n2 a®—r’ 
quod postulat, utstr=a pror\A=Im. Exstat ıgıtur punctum aliquod curvae, 


ubi radius vector et linea tangens angulum facıunt rectum. Quare in hoc puncto 


« 


initium movendi capiatur. Simul intelligis, radıum vectorem inter Jimites a et 0 


vagarı, ita ut habeamus 


Ca 4 6 
—r'ör i 0 
aD == ER TO 4A 4 
F y (a — 7?) I „IT 
d 


. 3 s lo r 2 - 
Quoniam autem est d(r?) = zr’dr, ponamus at unde procedit: 


CH © 
— Ox 


TE Vi 2%) Pro 1220; 
1 


itaque est 
3 
3 dt a sa r\° 
?p = arccos® = arccos i 
; AR 


aut vice versa 


I. = a’.co®!yg=La’(l-+cos3y). 
Prog=0, =2.lret=4.lnrestr=a, 
Pog=1.ım, =3.!ret=5.!restr=( atque 
’ 
Prog == 1.1, =3.i1e, =5.1m,.... =1Ilır st r=afl. 


Peripheria igitur circuli cum radıo @ constructi ın tres acquales partes divisa, 
curva in his punctis tangitur, porro his tribus arcubus dimidiatis, radıı ad haec 
tria nova peripheriae puncta directi curvam ın centro tangunt; denique his sex 


arcubus, iterum dimidıiatis, radiı ad haec sex nova peripheriae puncta ducti cur- 


3 
vam in sex punctis ita secant, ut ibi radii vectores sint longitudine @ Ji.  Unde 


colligimus, curvam ex tribus constare paribus folııs, quorum quodvis inter erura 


continetur anguli, qui = 3 est. Quapropter hane curvam appellare licet ir,fo- 
Crelle’s Journal f, d, M, Bd, XLVI. Heft 4. 41 
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Jam. (Juamquamı ponendo — (p loco g aequatıo non mutatur, tamen eadem 
folia describuntur inverso ordine. (Tab. VI. Fig. 12.). 
Curvam quadraturus in difficultatem alıquam incurres. Ex curvae aequa- 


lıone Invenies 
4 
3 
2 3 
r" = m’,.cos2y, 
unde 


4 


p ’ 
"r Ban 
= 1a c0Ss5P.9% pro <ıim. 
0 


57 


Substitutio, quae maxime convenire videtur, erit 


ı 
; 


2 
cs5Pp = X, 


unde fit 


1 
; ; — ı’,dx 
os: = € Sn == 49 ( ke : ( 
cos°Y .„ sındg v1—a) ,„ 9 VA) atque 
X ı ) .x ’ 

’ | — 23,2°.0x = —- 1.9: 
o=;a —— ” 

) Va-9) °— °,)/ Med] 

de 1 


pro 1>x>0. 


Integrationis causa haec formula ıta scribatur: 


o=1la? e 202 PB 
2? VI[eAl—-s) l+xc+2°)] 


atque ponatur 
l—x n 
—=yp, 
ıta ut fıat 
ER 2 7 dy = - Pr _i 
o=a laser pro Oo <y<a. 
.. 


Radicandus 3+3y’+y' dissolvi non potest ın duos factores realıs formae 
(a? + y?)(3°-+ y?), qua de causa hoc integrale cum illo congruit, quod supra 
considerayimus: 
; 2er Oy 
— I Yelm?+ 2 mny.y?tn?y*)’ 
a) 
n 


. WE REERG, a u ‚2 er — 1 
ubi pro y =: ,„ z=y!ll—-y) ,„ #"=yı(ll+Y) et: = tangzam2u, 


Invenimus esse 


Ou 


9 mn) 
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In nostro casu est 


""=3, n"=1, y=!}J3=co30’ , x«=sinl5 , x’ = cos15°, 
1 2 Oy Ou 
—y?2 — 2’ — tang3am? 3. : = 1-3} 
v3Y = £ ang 5 mau , V3+3y?°+ y*) \ 3 y 
2 
sı ıgılur ponimus y- V3.tanglam2u, integrale mutatur ın 
a? 77 ou 
I oO 7 A re ir 
(1) v3.) (1 + V3.tangzam2u)' 
1 ! 3 3 
, 2 —ıT — C055Y ni 
. 6 _ 2 eo. TE BER > ER 3 2 ku . . ö 
ubi Y3.tanggam2u=y'= —, = tangz;y est, igilun 
a 
cos; p 
’ ü 
Ft 3 ? 
tanglam2u = Y(!) .tang}y. 


Integrale illud, formula recursionis adhibita, ad elliptica integralia tertiae 
speciei reducere licet, cui rei operam dare nolumus; sed plenum integrale infra 
derivatur. 


Difficultates, quae hie apud sextam potentiam nobis occurrerunt, repeten- 





tur apud omnes, quae sequuntur, pares potentias. Sed, quod ad ımpares poten- 


tias altınet, tractatio seplirmi gradus adhuc sine negotio succedit. 


Lex attractionis sit determinata per 


3 
R=- *). 


Y 


I. 6. 


Noto modo erues formulam 





(1.) ?—h’— u 


quam in generalı orbitarum aequatione substituendo, obtinebis 


[, c.or i 
g= ac B i sıve 
Mi tr 


-a 


er c.r.or 
g9go= | SE Rs > 
J “ — er! + (A? _ | 


d 


*) Hic erat casus, quem ad praemium reportandum fusius tractavi. 


41* 
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ze 
m 


o, habebis 


® 2 
aut posıto gr 


(2.) 








1. Casus. 


p 5 2 u . . > . . l; u 
rımum ponamus esse A’— = 0, quo ın casu aequatıo (2) ın sımplicıo- 


rem formam se constringit: 





r 16.090 
de VY(u — c* 0?) 
0,2 
aut, quia 
2 „4 
c?a 
A ee 
est, orıtur 
i 080 
(3.) 29 = I, 
« # = ER ) 
‚ ö 5 R Op m) j ) 
. , o —— .. - - m 1— = _ 1 = u 
unde facile derivabis tangA Ze an itaque estlanggm =, 4,3) 3 
sin?) 


quod postulat, ut sit g 


2 
d, 


Exstat igitur punctum alıquod curvae, ubi radius 


vector cum tangente angulum facıt rectum. 


vendi capiatur. Est igıtur 


CHE 


> —00 


Quare in hoc puncto initium mo- 


) 
= arccos|\ 2); 


>) = 
FT VI@y— eo] 


unde proficiscitur aequalıo 
I. r® 


pertinens ad curvam /emniscatam, quam prımus consideravit Jac. Bernoulli et 


— 
— 


a?.cos2y, 


qnam duplo gaudere oriundi modo notissimum est. Etenim primum, omnibus 
irigonis supra eandem basin ita constructis, ut ipsorum latera varıabılıa secum 
multiplicata dimidium baseos suppeditent quadratum, curva, quae trigonorum 
verticibus deseribitur, est lemniscata. Porro, si perpendicula ex hyperbolae ae- 
quilaterae centro in lineas, quae ipsam tangunt, omnes demiseris, perpendiculo- 
(Fig. 13.) 

Illico ex aequatione curva obtinebis: 

pr 

1a2/ cos 2 


0 





rum pedes positae sunt ın Jemniscata. 


lv- 


== 1 
GC p.oOyp =ia’sın2y pro P<;T, 


ita ut area Y unıus quadrantis sit 
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y 1 2 
Il.,. > = ;,qd. 
Pro tempore 2 invenies 
er; 
u in 
II, t=5,;,'sin2g pro UO)<y-!r 
et pro toto tempore 7’ ad unum lemniscatae quadrantem describendum praeter- 
lapso 
a 
hj 
Yu r a* 


” [3 { [2 r y - 
Secundum posıionem estk= ri ıgıtur = Zyu’ sıve 


a* 


IL, Ya=zr: 


’4 
u h - a 
ita ut eadem conditione servata pro alio puncto mobili valeat Yu = 57, unde 


concludımus esse 


a* a’* 
II. T = T 

i.e. Pro omnıiıbus punctis mobilrbus, quae cırca eundem polum ın lemnisca- 

is mocentur, tempora tpsa proportionalia sunt quartis polentus semidiame- 


irorum. 


2. Casus. 


re ” En 
Nune sit differentia A’ — „s positiva, la ut accıpiamus 





3 .n 1 ') 
(4.) p 2, ie 3 N 2, . ze 
V(k a” — u) 3 ad « 24 na ) 
"rg (0 Ra— u d k? ad — u 


dl 


in qua, sı loco radıcandı ponatur 


> 
- 


EHI) = (NE HERR + 


membratim adaequando IDvenies esse. 


2 2 2 ca’ 
C on“ — = \ 
+ p / Be — a ? 

) 2 2 m. 
(H+M)y—-P —=Q0, 
6 
a* Zen? BE pe >» 
"m. "a—u ’ 


unde deducitur 
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Sı nonatur esse a? > P?. radices sequuntur hunc ordinem: 
I PP 


> PP > y, 


2 a 


propterea quod Zi = monade minus est. Variabilis o aut inter Jimites 0 


I 


et 3°, aut ınter limites a? et © versarı potest. Prout unurn aut alterum casum 


valentem facımus, curvae prorsus alıa erit natura. Insuper facile intelligitur, et pro 

. a R Ip A Een . . 
e=P,etprog=a, fıeri langy=r' a, = 2, quapropter simplicitatis graltıa 
limitem arbitrarıum a in uno casu cum /?, ın altero cum «* commutetur, ut mo- 
vendi initium capiatur in eo curvae puncto, ubi radıus vector cum linea tangente 
angulum facit rectum. (uo posito, consideranda sunt integralia 


(6 ) au ] + a? 9 2 B* ad BE. 30 ERBE, en PER 0 
. m ce? + ß* Vl(e* 2 0) (9? u 0)(5? > 0)] \ f [ ’ 
e 2 


ubı valent relationes 














a. : A 
var 
n a + «a? 9? + #* ec? 9° k? 5° 
() Re ze wu k?5° 1 
A . 
1 Pe u 6 u 
alque 
8 _yett#+p £* +100 
8) 9= re u BLUE.) ie 
a2 
ubı exstant aequationes 
i a? 3° 
u, 
(9,) + ar + A = a8 u al = 
a + We — u a’ — u 
a* * ua? 


e +P? ra — u' 




















13. Stader, de orbitis et mot. puncti circa centr, attract. 313 


Consideratur primum integrale: 


’a* t« 2 53 ” Pr ud; — 19 0 
co > 4 = 

V a? + 9? Lyke 0° -0)6? + 0)|' 
? mu > ‘ . . . . 2 a? + 9? 
Ponendo I Ze — x, nancıscımur limittes = 0 et w—" = V( P) 

2. 0 Y 144 
d 
quod monade maius est. (ua ex substitutione proficiseitur integrale 


> 


V er +? + 9° x 
oa — 
r u au la+.9(1+ 2%. ),' 


cuius forma haud plane congruit cum forma fundamentalıi 


”. O2 


u = $; , 2 ro z — laneam u 
1 2)(] „222 pP 124 . 
A vratar)+zr)] 





a +y? 
propterea quod ; Bug > 1 modulus esse non potest. Qua de causa ponatur 
et 2 
„2 
a? — fr, =, 
FE 
— . ’ 
ıta ut fıat 
? 2 
| .. 2 +7? 
10. "= —— ;, kltu®=' 
(10.) Art’ 15 + y?? 
I Pa 
. . I /& + „3 pP 1 ° » . . 
atque limites evadant s=0 et z= | ala =,» qui a fortiori monade 
’ su Y Y 


maior est. Quo facto emergit integrale 


V: a = en .L. 
PN Er +) hi (AH) Hz] Pro <<. 


0 
FE 
Sı nunc ponatur z = langamu, lımes superior ‚7 = = langamp el coefficiens 
‘ 
] /a*+ P)(a*+ y?) 
- ws Dame 
et? + B* j 
inde procedunt relationes 
(11.) u=:p alque p= en, 


dummodo is valor anguli y, qui argumentum w cum p adaequat, per» designetur. 
Itaque ex aequationibus 


z 2 a? 0 Y x? 
tang amuı =z 


= x” 
de w, ur 
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ei tane E. ficiscunt 
angamp= 7'n Prolıcıscuntur: 
= / y° y'? | 
7 ‘ ® I 1 
2 em „SA 
07 en 
lang coam u tangcoamegp 
P*? » » | 1 
„> = »langamp = - Be 
' lang coamp lang coamen 
"pa B?— 0 en Pr —r? 


et quia posuimus ® ;, emergit aequatio curvae 


a er 2 
/ ro a 


2 y° + r: 
II. langcoamu= a, 


aut vice versa 
0 2 2 E 
r = 5 sın’coam u — y’cos’coamz, aut melius 
= P*(sin’coamu — t EC sc ), igit 
FG i angcoamp.coscoam u), Igıtur 


2 2 
2 „9 C0s coam  — cos coam U 
A > See 5 
cos coam P 


In. seu 


2 2 mn 
a2, cos coam (E17) — cos coam (Ey) 
Zr u ,) [2 - _— 


2 
cos coam (£7) 





Crescente angulo p a valore O usque ad», decrescit r a valore=/? usque 


ad o®. Magıs augescente 9, ht r ımagınarıus, donec u = 2 K—p 


evasit; tunc r 


realis fıerı coepit atque manebit realiıs usque adu=2AK-+p. Omnpino facıle 


ıntelligitur, 7 esse realem 


ab u=—p usque ad um +p 
» u=2K —p ».» u=2K +p 
(12.) » ugz=4K nn » » u=4R +p 
» u=2nK—p » u=2nK-+tp; 
contra, zmagınarıum | 
ab v= p usque ad u=2K—p 
» u=2K +p >» u=4AkK—p 
(13. (» u=4R +» » » u==6 AD 


+ + + + + + ” . + + . . ” + * 


pr 


» u=2nK+tp  Seih.. u 


+ o ” “ 


2(n+-DK—p. 
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Ex innumeris igitur congruentibus lemniscis curva composita est, ıta ul 
formam in modum rosae concinnatam induat; quorum lemniscorum vertices cir- 
culo cum radio P constructo tanguntur. Praeterea aequatio non mutabitur, si —p 
loco p et —r locor posueris; quare curva in quatuor partes demittit tales ramos, 
quales modo descripsi, quorum duo, quı ın contrariam partem flectantur, initium 
capiunt in primo curvae vertice, ubı g=0 est; et duo alteri, pariter in contra- 
rıam partem abeuntes, in eo exordiuntur verlice, qui primo diametraliter oppo- 
situs est. Qui quidem quatuor curvae ductus in universum per circuli spatium 
procurrunt, folium post folıum devolventes, sed nunquam cireulı peripheriam in 


eodem puncto tangentes, in quo forte ante fuerunt. (Fig. 14. a et b.). 





Quadratura nullo negotio eflicıtur. Nimirum ex curvae aequatione 


EN 
. a cos? coam u 
= B’I1— — 
cos?coam p 
ıllıco derivabıs: 
Di ana Pr 

& == & P* u (% — kn nn sıve 
5 cos?coam p 


0 
13r.( "u cos? met) 
=; lo — ern - pn. 
a ;, £C0S?coamp FTP 
[2 
0 
a | elu — z?sinamu.sincoamu — 2”? .u 
atque quum sit / cos-coamu.d9u=- ” =. or 
0 
a ( nn 
ozm10"* _ — sıve 
PP £7°”C0S’coamyp 
1R2 N? coamp.ut 2” sinam %. sincoam U — el u 
Ig. o=3P": a 


€” cos” coam pP 
pro u<p. 


Qua in formula sı u = p ponitur, emergit sectoris area X unius dimidii lemniscı. 


[3 [3 2 2 * [3 [ * 
Denique sı © cum factore er multiplicatur , ıam orılur tempus 
{ [7 


I t PB u.df? coamp + #” sinam 4 . sincoam u — el u 
(3)* er 


k € x: cos? coam P 


et pro toto tempore ad quodvis dimidium folıum deseriıbendum praeterlapso 


habebıs: 





I T P pP. N” coam p+t #” sinam pP . sincoam P — el (p) 
4 “ und ” , NE > 2 D F ge a; 
(4) k €” cos? coam P i 


ubı valent formulae: 


Crelle’s Journal f, d. M. Bd. XLVI, Heft 4. 42 
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As As 


tanecoamp —/ sSINnCcOamMp = 77 -T 
ar A DR FTV@+r) 
fr} : & 
coscoamp = a Acoamp = pp 
PFyR) ’ PT Var + 7%)’ 
) coscoam p Pi/e®+zr? _P1 
et sınamp = = | Zu mu —.ı—, 
A4coamp ar SH +Y a 4% 


Consideratur alterum integrale: 


yer ei trelt >00 r 

CD r un; r u no 

, ar  /Ve- HE +7y] PAIR. 
@2 


0— a? 
Statuto „ _ = x” varıabilıs & inde a limite 0 usque ad limitem 1 crescet, dum g 


inter a et © versatur. Unde facile derivabis 
+ a? + 9° ‘x or 
(14.) “ap = | (a? Den] a (1 ns +7? . ] pro El 1, 
0 a? y? “ ) 


quod integrale non solum cum formula fundamentalı 


x 0x ; 
u = Iyra -NA-2] pro © = sın am u 
0 


+ y? 
* [3 7 [ [3 [2 

plane congruit, verum etiam modulus 5 = z° et ille, quem modo in priore 
Oo & +Yy ’ 


integrali adhibuimus, in eundem valorem coincidunt; imo etiam coefficiens idem 


est, qui supra nobis occurrit, et qui ob eam causam iterum per & designetur. 


2% 2 2 2% 
Obti joit u > - 2 t 
o = x =; = 
inemus igitur, ponendo = „2 Er ya, © = sinamu et 
j («? + P?)(a* +?) V at + 2? 9? 
er are rh a + ad?” + P* 
relationem (15.) u= &g, 
f ia 2 0 a* r?— u? PRO 
ıtaque sın"am == U = 2 = 0 aul vice versa 
| am (ey) o— 7 
„2 2 2 __ ARN u 
Ill. = a’ + (a — P)tangam?(ey) . 


Sed, ut formam huius curvae intelligas, tecum reputare velis, esse r==*au, 
quotiescunque argumentum u aut ep adaequasti cum pari multiplo quadrantis K, 
sed= =@ Jieri, ut primum u evasit impar multiplum quadrantis. Curva igi- 


tur infınıtıs repetitionibus circulum, qui cum radio & constructus est, relinquit in 


infınitum abitura, atque ex ıinfinito regressa semper circulum illum tangıt. Ae- 


quatio non mutatur, sı —p loco 9 et —r loco r ponitur. Qua de causa haec 
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curva, ut superior, in quatuor partes demittit tales ramos, quales posilivo«p et po- 
sıtivo r desceribuntur. (Fig. 15.) Quod autem ad punctum mobile pertinet, hoc 
tantummodo per unum procurrere potest ramorum membrum, quum quodvis ın- 


fiınite magnum sıt, 
Fx curvae aequalione statım habebıs: 


«a? ar — 


I% Pd) 
FRE. u 2 I 2 0 a 
u © 5 u J tang’amu.Op Sıve 


a? 


Gt fıa 
=> es BR Ä 
CO 3.9+ 2: J lang’amu. ou. 


?_ 92 


ö 1— cos’amu 1 
Qnum autem sittang’amu = — 5; m ie 
< | cos?am u cos’ama 


a? a? — 5° £ Ou 
om — .c . PER 
32 977, ( / cos’amu u), 


ou . f 
sc | — invenitur hoc modo. Differentiando log cos am u orıtur 
[y 

a) 


— 1, obtinemus 





cos’amu 
Ologcosamu 
u ” —mm— langam u.dJamu et 
O?logcosam u 2 gs 
— — = _xo nuU— 300 
ou? ER ERS cos’amu 


ita ut integrando procedat: 


u "u 
rp} 7 5 “2 in 
= y Oo: nu. % [- 
tgamu. Jamu = x j cos amu.dut F cos’amu » 


0 
2 27 z | elu—z”.u 
et quoniam est,/cosamu. ou — 2 . evadit 
0 ". 
u I: 
Ou tangamu. Jamu — elu+ z°.u 
cos?tamu z? ’ 
ro 
quem valorem, si supra substitueris, am emerget 
a? a? — 5? tangamu. Jamu — elu 
IM. = 2.9%477, gr j 
unde intelligis seclorem © propter functionem Zangamu ınfınıte magnum tıerı, 
. E . D 2 2 . 
sı u. a valore O usque ad K succrescat. Multiplicando & cum = g, Jam ob- 
ı 
tinemus: 
7 a? — 5? tangamu.Jamu — elu 
III. l ,— k' g + ach y'? N 


42° 











2 
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ubı loco tang amu. damu scribere licet {Zang}am2u. Tempus /, ut sectorem 


o, pro u= K infınıte magnum fıeri, plane perspicuum est. 
3. Casus. 
a Ve \ r 
Differentia Bi sit negativa. Quo posito fıt 


> ®) 
ca“ ; 500 
4 es > 6 a [0 ’ 
VY(u — k? a?) nn ea ‚zu ma 
./, | ( 0° u — k?a6 0 ar 55) 
ubı radıcandus composılus esse potest ex hıs jactorıbus: 
(a? +0) (2? + 0) (y? — 9 

= — 0° — (+ ” —y/)e° "u m 1 (a? +, P)y’ y° See a PR ro -+- (0 Au ’p? y; , 


unde comparando intelliges esse 


u c’a® 
en 
HN et, 
2 RR. _ ua” 
A p yvzm u— kra°? 
sıve 
. a 9? 
a. +ß?’ 
a + a9 4+ c? a® 
= 7 7 
a* #* ua 


a? + PR u— k*a°® 


V er ER). In 500 un 
& [(a@? + 0)(3? + 0) y?—D) 


° . [ . . 2 
Qua eo = r“ negatıvo valore esse non potest, Q tantummodo inter limites 0 et y 


quare orıtur 


(16) 4 


morabıtur. Itaque ponamus 2 loco arbitrarii limitis @, unde fıt 


+a RR »rL — 3500 Q 
= — ror0 <o<y 
vo | a? + 5" ): I + 0)(#° +0)? — m d 9 


ubı valent relationes 





‚22 
> (Lt a B ° 
nn = = 
4 ee? —+ 72 9 d , 
4 2 22 24 2,6 a y® 
ı. —— I Br s, Kr 
- AI PER “r Il See; 
(L +p u k 7 jr 
Fe} 6 
a* 2° uy 
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u 
TO 2 
nd J = 5) . . . f] [44 
Posito —=x or esVet5;,— | & ) gr ‚ ns Fr yn 
Bo , oriuntur limit 3 Are 1, atque integralc 
ipsum mutatur in 
.c” z 
| ( a! + a? 5? + P* ) | dr 0 Y 
go — 2 EYIW, 2») I 2 ; wirzez, 
i WERE. a+mDl1ı+ a] | P 
0 a 


. ° . 2 _ N . 
Faciamus nunc iterum esse a’ > P°?, ıta ut habeamus eundem modulum, quo su- 


pra usı sumus, scilicet 


u Fon we a en ; 
l ’ 164 »Y 
praeterea coefficiens integralis plane congruit cum illo, qui ın prioribus duobus 
integralibus apparuit. Itaque, si ponatur x = tangam u et maxımus valor quan- 
tıtatıs © = E = langamp, emergit 
(18.) u=:ıy, pm; 
dummodo , valor sit ıs anguli 9, qui respondet maximo argumento p; alque ae- 
Do 2er 


> 


Pie” Bst aut vice 


quatio curvae fıt tang’ramu = tang’am(:y) = a?’ = 
versa: 


IV. r? = y*cos’am(ey) — P’sin’am(syp), 


aut melius: 


nd 
sin’ am(&p) 
2 ( 2 | n(2P) 
= nl cos’am(eyp) — - unde 
IX (ey) tang?am(z x ’ 
2 q „ sin’am(£97) —sin?am(£) 
IV a Pen EN 


sin?’am(€n) 
Quod ad formam huius curvae atlinet, ei summam similitudinem esse cum ılla (II), 


cuıus aeqaualio erat: 


cos? coam p—cos?coamu 
cos?coamyp 


2. 10 
r= f? . 
illico perspicies. Parı modo, quo ılla, haec curva formam induit in modum ro- 
sae concinnalam, propterea quod itidern ex innumeris composita est congruenti- 


bus lemniscis, quorum vertices eirculum cum radıo y constructum tangunt. Pa- 


riterque ac ılla ın quatuor partes demittit ramos, qui per cırculi spatium exten- 


duntur, lemniscos conlinuatim devolventes, sed nunquam ibi cireuli periphe- 
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riam tangentes, ubi quando eam tetigerunt. (Fig. 14, a et b.) Extemplo curvae 
aream eruere licebit. NRevera nancisceris 


"Fu c 
*( sin’amegp.Og .. t 
et n__ ku ro ( au 
3 \#F i sin’amen; ) | i - 


„> 


au , 

y. sin’amu.Ou 

o= ;ly — —; pro up, unde 
2 i esin’amp 


y u— elu t 
o= --I9 — au 
.: DU (7 Ass) 


7 


. ’ „” elu—u.A’amp 
EV „a % ur 
= €7°.sınamp 


unde pro zu = p proficisceitur tota area N unius dimidu lemnisci: 
‚ o _F.dap—P.I: amp 
IV (3)* I Fe > . 


€ ”sin2am 
et tempus a vertice usque ad aliguem locum in dimidio lemnisco praeterlapsum, 


’ y elu— u.4?amp 
IV... wi eiu am? 


d 

k €7? .sinzam 

et denique totum tempus 7'in dimidio quodam lemnisco describendo consumptum, 
Yy ep— p.A?amp 


IV „, T = 


. ® . 
h &7°? „sin? am? 


> 


In trıbus ultimıs integralibus sit e= P. 


5 » 53 ‘ ° ö ” = z 3u ° 
Oao posito fit y’ = z«“, atque in duobus primis integralibus € = 7: , in 
: bu . . f ’ 
ultimo « = 75; Itaque oriuntur integralia 
N \ 
g , — 190 0 
Q=aV:, han FE Bntniie ro £>o> 
’ ’: (0) YAa, +0) POTT 
42 
} a + 200 Be Pr 
p= ey}, — ZT — io 
J V: (0 — a) Ya’ +) ° ’ 
. r Sn Y4 
“6” 


“n IA 
pay}. —— 00 < pro; >o>V0 
IK Ho)VGe?— 0) . , u 
r sa? 


quae omnıaın limite inferiore infinite magna redduntur: qua de causa ita integremus, 


ut integralia in limite inferiore evanescant, id est limites inverlamus, ponentes 
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h “0 + 190 N 
p= ey, @-oVde ro) Pre >e> 0, 
. 


*.n Lo 
, { — 300 au 
m a) . (0 — «*) V(ae”+0) prra< ea <X , 


n 
0 10 
+3500 
— ey: Ä ir oe, 
y=eli.Karovaa-g pet <e<:; 
vo 
in . @ +20 al a” — 20 R 
Sı nune in duobus primis posueris —, 2 =, ın ultımo 3a 7x, emer- 
gent integralia 
mr Oz 
Q — i_„proVs<:<l, 
“y 
“” 2 
— 02 
= |. pro ea << m, 


av! 
Zr | 
y= 11 _-,: pro 0<x<yı, 
zT 


unde, ponendo AreTangy! = d, procedunt aequationes: 
\ fe” + 2r? 
ang (9 u Bude IA 302 -) ’ 


ve 3 
3a: I 
a? _ 27” 


ee, 


Mn 
I 


Gy = 


aut vice versa 


v r=3@[3Tang(d+Yy)— 1], | 
V. r= [3 Cot’y _ 1]. ubı est Zang o=Y}. 
vu 2 = tel —3Tang(d—Y)], 


Quod ad primam curvam pertinet, crescente angulo pa limite O0 usque ad &, 
etiam crescit r a valore 0 usque =«. Curva igitur est dupla spiralıs alıqua ex 
centro eireuli cum radio « constructi demittens duo membra, quae per circulı 
spatium in contrariam partem procurrunt alque, infinitis circa centrum revolutio- 
nibus factis, circulum ipsum tangere contendunt. 

Altera aequatio (VI.) docet, radıum vectorem, crescente angulo y a valore 


0 usque ad = &, decrescere a valore #& usque ad=.«, Itaque haec curya 











« 
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spiralis est quadruplex, quae et ex positivo et ex negativo infinito duo demittit 
membra, quorum bına in contrarias partes extenduntur atque, infinitis conversio- 
mibus circa centrum peraclis tempore«ne infinıto praeterlapso, ad circulum cum 
radio « construclum appropinquare petunt. Sed hoc per se intelligitur, punctum 
mobile per unum tantummodo ramum progredi posse, quum quodvis membro- 


oO 


rum lempusque In 1IPSO desceribendo consumplum ıinftınıte mazna sınt. 


In ultıma curva et r=0 poyg=(Q,sedr==+a)} pro g=d; an- 
gulo p magis crescente decrescit r atque iterum = 0 evadıt, simulac p valorem 


20 adeptus est. Sed pro omnibus ceteris anguli 7 valorıbus, qui 20 quantitate 
superant, radıus vector permanebit imagınarius. Ttaque ex duobus folıs constat 
haec curva, ıta ut ea alıqua ex parte sımilıs sıt lemniscatae., Angulus, culus Inter 
crura ulrumque folium continetur, definitus est per formulam 


2 Tango u 2] ; Be nn 
1+Tangö 1+r5 7737 


od 


Zang20 = \3 = sın 60° 


« 


w 


ac quidem, Gudermanni tabula numerorum longitudinalium adhibita, inve- 


nıtur esse 
ö == 37.48 41". 


Ut denique curvarum areae deriventur, ipsarum aequationibus primum ita scriptis: 


y2 142 [2 iu 3(1 _ Zang (0 + r))] ’ 


"= a[2+3(Co’P —1)], 
= 3a?[3(1 — Iang (d —( )) — 2] . 


formulisque OIange = (1 — Zanga)dr, 
6otx = — (Got?x — 1)9x 


rite adhibitis, integrandum est, postquam aequationes cum 30 multiplicatae sunt. 


Denique valeat lex attractionis pronuneiata in hac formula: 


- n—1 u 
Rz: .— 
2 r 


mm 
&% 4 


“ 


Postquam omnes eos casus, qui vulgaribus tractarı queunt subsidiis, in 


disceptationem vocavi, nune consideretur probleına generale, quod in singulari 


casu etiam absolvere licet. 
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\eyvera reperies 


*r Fr 
\ ; ” 5) (n— I)Or 9 u Lu 
(1.) o* — k* 2 R. ur k er | yn Be he“ ar! yı—i ’ 
> €’, 


quo valore in generali orbitarum aequatione substituto orietur: 


‚r c,dor 
f _ e- ae Pr BZ q ; ft gr \ SI\ e 
o r] . ar ul? re | 


r 
d 


iin—5) 


ur c.r? ‚or 
2)  9=- | ge > 
R \iu—cr'” +(k — —) r”- | 
a kun Rn 


n 
Ad 


Sı nunc ponamus, celeritatern initialem ıta comparatam esse, ut sıt 


a”! 


u 
7 
YO Tr 
- 


in aequatione (2) tertium radıcandı membrum evanescet, atque integratio ipsa 


| ER — En; ıgıtur 
(3.) 





succedet. 


Casus singularis. 


[Ki ° . . 
Ponendo /? = =. aequatio (2) transıt ın 


*. Ye"? dr 
F x I n—) 
eo, 5 TR ) 
2 n—] 2 


aut quia est u= ka ‚, = a?’K’sin?k: 


er, „1n-5) 


‚or 
4) e- 
er) 


® un 
‘sin? 7 


Haud diffieile erit intellectu, etiam in hac generaliore curva exstare aliquod 


punctum, ubi A = In esse potest; nımırum invenies valere formulam 





j al; y3 
tangd=r'. = 1/ 7———— 
oO Or I n—3 __ 3 
sin?) 
i a”3 Bu: g" —) 
ideoque tangız = | m 


id quod conveniet, sir = a evaserit. (uare in hoc puncto motus exordiatur, ıta 
Crelle’s Journal f. d. M, Bd, XLVI. Heft 4. 43 
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ut celeritatis ınıtıalıs % directio primam puncti sollicitandi distantiam a centro sub 


angulis rectis perscindat. Quo facto habemus 


® rn _ n(n-5), Jr 0 

p= -— = a>r> 

f } (a"3 ei y" Kr ’ ed ’ 
© 


> 
u: , 





y\? Be 
unde, ponendo() am X, prohcıscitur 


“r 


n—Jd — Or | 
- .( == - —— 
2 


n— 3 r\ lo» 
— en arccos| (7) |- aut 


ai Pen / j 
Io. PO = a" .cos[y(n—3)y], sive 
Io). "> = 3.a”[L + cos(n—3)9g]. 
Haec aequatio innumeras conlinet singulares curvas, quarum simplicissima emer- 
git posito n = 1, scilicet: 


(D.) a=1r.cosy, 

quae est aequatıo rectae lineae quantitate a distantis a centro. Ponendo n = 2 
proficiscitur aequatio culgaris paratolae: 

2a a 


(6.) a 


f 


cos? 


ubi 2 par est parameltro. Sed in eo casu, ubiı n = 3 est, aequatıo nihil docet; 
ıd quod dicere vult, hoe ın casu relationem inter r et y non adesse. Etenim su- 


2 


“ x mn ‘ u 1 u h 2 12 = . 
onovimus, pro n=3, poi=!r etipro t=c"=a”k” orın ae- 


pra ($. 2) cog 
qualionem circulir= a. 

Sin autem est n>3, quotiescunque nı impar est numerus, prima acqua- 
tionis forma accommodatissima erit, pro parı rn altera magis probabitur. Pro 
numero integro n el pro n > >, aequatıo nostra magnum curvarum repraesentatl 
genus multifollarıum, quarum natura mutatur, prout n par aut impar erit nume- 
rus; ac quidem omnes, quae ad zmmparern spectant numerum 71, compositae sunt 
ex folıs, quorum quodvis aeque amplo, ac ipsum implet, angulo separatur a 
proximo; sed in omnibus, quae ad parern numerum z pertinent, folıa inter se 


connexa sunt. Etenim illic radıus vector fieri potest et negativus et Imagınarıus, 


hic semper positivus est. 
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Sed ıd potissimum tantopere opprimil, quod In primo curvarum genere 
quası curva monofolia primus apparet cırculus, culus in peripheria sedes est 


accelerationis: 


(7.) r=uacosgp 
2u _ 2atk? 2a’c? 
PR Be Pr Se" 


quem cırculum sequitur lemniscala quası bıifoha: 


(9.) r>a. cos2Y 
i 3 u 3a? 3a*e: 
pro R=-; = —- = ——, 
r F r 


cui proxima est /rifolia, quae constat ex tribus separatis folııs (Tab. VII. Fız. 16.), 


(9.) r® = a’cos3 p 
‚ 4u da°k“ da®c? 
pro Fe — a — 
7 r r 


et sic deinceps; 
quod autem ex altero curvarum genere simplicissima quası monofolia procedit 
cardioides: 
(10.) r=!a(l-+cosp) 
3 


a? k? 


r* 2 r* 2 1 


D) 
> 


vmI@ 
“ 


pro R= 


quam quidem sequitur Zrifolia, sed foliis inter se cohaerentibus praedita: 


(11.) r=!a’(l + cos3y) 


a? c 


‘ 


w 


522 

Are er 
> N 

pro h=:,=: > 

r r “Tr 


wiy 
wo 


6 ’ 


cui proxima est curva guwnquefolia item cum folus inter se connesis (Tab. VM. 
ER 
Fig. 17.): 2 
> —=!ta'(l+cosdy) 
u a’ k? ad 


BE m I. 
pro hz=; ” ” u 


wi 


et ceterae. 


Quod ad huius generalioris pertinet curvae aream, integratio indefinita non suc- 
cedet; sed totam aream unius dimidii folii parvo artıfıcıo ope functionis Kuleria- 


nae T() computare licet. Nimirum ex aequatione 


DI"), cos (rn — 3)] pP 


43* 
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intelliges, punctum mobile per unum dimidium folium procurrisse, si angulus 


” IT y* * “ ® 
p ereverit a valore 0 usque ad 3: St igitur aequationem 


4 
BE u 2 n —)5 3 
= a’(c06-———y) 








cum 109g multiplicaveris , pro tota unius dimidıı folıı area 3 > obtinebis 
i > d 


5 = 0 ["* cos” 9)" 9%, 


» ı Deu 3 
quae formula ponendo -p=v redit in hanc: 


I; 
5T 
I Zu 3f na] 
_— (cos uU , [ N, 


Porro ponatur sinxb’= x, unde fıt 
4 4 in n-+1 
(cosıb)"®, od = dl(sın U) (cos U)" zum — Ysınd ') (cos? u 1»)? 2n—6 dx(1— x)” : 
h n+1 
ıtaque, Sı scrıbamus parumper » loco In_ 6’ orıtur: 
2 1 
a 
” / 7 u b . 
a == - ie — x’) 7,927 sıy 
n—3 ja N u 
FA 
= 3 ja + xy" (1—- a) ",o@. 
n — 
Prout nunel—x=2y aut 1+x=2y posueris, emerget: 
. Ip q? 
’ ” pl .\P—1 
al Be Ben . ) 
ut F: y (did y) ( 


27-1 a? RER 
— rg F ya, 1— yY .oy. 


tv 
| 


aut 


Utrumque integrale par est areae unius dımıdıı fol, itaque addendo procedit 


Ip 
c ’ Dom z )— Fr I— n D—1 n 
= 3 a7 REITER TO dy); 
quae integralia in unum se constringunt, ıta ut habeamus 


22-2 


E z = 2 wie A-yy.DY. 





Secundum notıssımam formulam | 
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R ® U (e) (2) 
o—1 Zn al SEHR N 


j » Ar 11. 
ubı [(«) je” y ae ‚9x =/ | log „| j oYy 
N 0 


est atque « et 3 valores designant positivos, nanciscimur 
272,0? I(p)/(p) 


eo. 


"#9 =-3 T@p)- 
aut, si valorem numeri p reslitueris: 


n-+l 4 1 n—+1 )2 
— | i 
. 2° a? TG | 3)\ 
lu, “I n—-3 Ye 
n—3 





pro n>3, 


cuius ope inter alias etiam aream ıllıus trıfoliae, quam supra (in $. 5) considera- 
vimus, afferre licet, sı n = 6 posueris; ac quidem ipsius area dimidii folii erit: 


? ‚m _? ‚vor 


II. Sm ne dt 2a an - 
3 I'(;) 45 165) 
Ex formula, quam invenimus, etiam tempus 7 ın deseribenda area X consump- 


dad 2 2 
tum deducimus, tantum multiplicando cum Be * 


n+_ yIn+-lh? 
> 1 


a 
Io ur ee 





pro n>3. 


Insuper perspicuum est, conditionis aequatione 


u 
ar-ı 


I? 
L u 


. i) 
servala, numerum 7 quolibet gaudere posse valore formulasque erulas non 


mutarı. 

Ad extremum si respiciamus indolem naturamque curvarum, quas inve- 
nimus, constat, nullam adesse, quae, ut vulgaris ellipsis, conclusa sit simulque 
extra centrum attractionis permaneat. Sed eae, quae per centrum non transeant, 
semper in infinitum extenduntur. Quam ob rem omnes illas curvas tantummodo 


cometarum cursibus ıdoneas esse inde colligimus. 


Scriptum Berolini mense Febr. 1553. 
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14. 


Beitrag zur Theorie der Bewegung der Räder- 
fuhrwerke, mit Inbegriff der Dampfwagen. 
(Von Herrn J. P. @. v. Heim, Königl. würtemb. Oberstlieutenant a. D.) 


(Schluss von Nr. 4, 9 und 11 in den drei vorigen Heften.) 


Zweites Kapitel, 


Der sechsrädrige Dam; wagen. 


Bezeichnungen. 
$. 69. 


Neben den ım ($ 56) angeführten Bezeichnungen, welche ım gleichen 
Sinne, wie auf den vierrädrigen Dampfwagen, auch auf den sechsrädrigen be- 
zogen werden, kommen für den letztern noch folgende zur Anwendung: 

2(0,, ist das Gewicht der beiden Tragräder mit ihrer Achse, r,, der Halb- 
messer des auf der Bahnlinie gehenden äusseren Umfanges derselben, 9, der 
Halbmesser des in den Lagern laufenden Theiles der Achse; 

2N\,, der Druck der beiden Tragräder in senkrechter Richtung auf die 
Bahn; 

2, das Reibungs-Erforderniss zur rollenden Umdrehung dieser Räder; 


20 . rg j ai 2 | 
das Trägheitsmoment des Tragräderpaares, mit Inbegriff der 
fe) 

Achse, in Bezug auf die Axenlinie; 
Ä 
r,+k, 
y, = r, . 
u,, die Winkelgeschwindigkeit der Tragräder, in dem Sinne wie u ($. 7.) 
IV 5.” Mm 
genommen, und U,= 5: 


o,, der Coefficient der Reibung zwischen der Achse der Tragräder und 


ıhren Lagern; 
a, der in seiner Projection auf die Bahnlinie genommene Abstand zwi- 


schen der Axenlinie der Tragräder und jener des hintern Treibräderpaares. 
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E,,, F,, und G,, beziehen sich in gleicher Bedeutung auf die Achse der 


Tragräder, wie E, F, G (8. 7) auf die Achse des zweirädrigen Fuhrwerks. 


Rollende Bewegung. 
$. 70. 


Indem man hier sogleich G =, wie bei dem vierrädrigen Dampfwagen 
F,, 


Y - 


($. 57) annimmt, undE+E=E&E, , F+F,=F,, ET G, setzt, wird der 
2 


sechsrädrige Dampfwagen als aus drei verschiedenen Systemen fester Körper be- 
stehend betrachtet werden, von denen der ganze Dampfwagen mit seinen Rädern 
und Achsen zusammen das erste ($. $), das doppelte Treibräderpaar das zweite, 
und das Tragräderpaar das dritte ist. 

Zu den sechs Unbekannten des vierrädrigen Dampfwagens kommen dem- 
nach noch die vier weiteren auf das dritte System bezüglichen hinzu, nämlich Fr, 
N,,, FE, und G,,, so dass die ganze Zahl der Unbekannten sich auf zehn beläuft, 
während die Zahl der zu ihrer Bestimmung dienenden Gleichungen nur neun 
beträgt. Hieraus sieht man, dass die vorliegende Aufgabe, wenn sie auf Fuhr- 
werke oder Dampfwagen mit drei oder überhaupt mit mehr als zwei Mäderpaaren 
angewendet wird, zu den unbestimmten gehört; eben so wie die Frage, in wel- 
chem Verhältnisse der Druck einer auf mehr als drei festen Puncten ruhenden 
Last auf diese verschiedenen Puncte sich vertheile, eine unbestimmte ist, und ei- 
ner Entscheidung auf dem Wege der Rechnung etwa nur dadurch fähig wird, 
dass diese zugleich auf die durch den Druck entstehende, wenn auch noch so 
geringe, Gestaltsänderung der unterstützten Theile Rücksicht nımmt. Da es sich 
hier insbesondere darum handelt, wie gross die Theile NV und N, der Summe 
N -+N, sind, d. ı. wie der Gesammtdruck der beiden Treibräderpaare auf die 
Bahn zwischen denselben sich theilt, so wird man die Gleichung V, = 1(N-+N)) 
den neun aus den Bedingungen der Aufgabe sich ergebenden Gleichungen als 
zehnte hinzufügen, und die Verhältnisszahl 4, welche nur zwischen O0 und 1, 
beide einschliesslich, liegen kann, in der Folge durch eine weitere, entsprechende 
Bedingung näher zu bestimmen suchen. 


Die ın die Gleichungen eingehenden Kräfte und Widerstände werden 


nach denselben Richtung 


System auf den Punct, in welchem das hintere Treibrad und die Bahn sich be- 


rühren, für das zweite und dritte System auf die zugehörige Axenlinie bezogen 


en wie bisher zerlegt, und deren Momente für das erste 


werden. 
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® 





Wird das Vorausgeschickte zum Grunde gelegt, und beachtet, dass bei der 

R dr : ‚ . / 
rollenden Bewegung HZ rUu— TU, oder U, = (s—r)A, U,= (s,—r)A 
ist, so finden sich, die Achsen der Räder als an diesen fest vorausgesetzt, für ır- 






gend einen Augenblick der Bewegung folgende 





(J.) Gleichungen der rollenden Bewegung 





des sechsrädrigen Dampfwagens: 


1) — Kcosß— S+4h,—2h,—(P,+40,+40,)(na+A)=0, 
2) — Ksn? +#2(N+N,+N,) — (P,+40,+ 20,,)cos« == 0, 
3) —ncosd.K+cP,+ (acos« —2r,sin«)20Q, + (a,cose — r„sine) 20, 
—2aN,— 2a,N,,— mS—(hP,+4s,0,+2s,40,)X =0. 
4) 2 E,(6.—g,) #AR, + T.FO, — 40,(sina+ X) = 0, 
5) — 2E(1+9,6)+2(N+N,)— T.F,9,— 40,cos«e = U, 
6) — 919,-2E,Y1-+ G}) — Ar, R,+ T.F,9, — 40), (,—r)X =Q, 
7) 2E,(G,,— 9) —2R,— 20,(ına+A)=0, 
8) —2E,1+9,6G,)+2N,— 2Q,cose =, 
9) — 1,0,-2E,y1+G,?) +2r,R,— 20,(,— r)A=Vd. 
10) ,— (N + N,) =—; 
aus welchen Gleichungen, indem K und ‘ vorerst alsgegeben betrachtet werden, 
die Grössen A, R,, R,, N, N,, N,» Ey, G:, E,., G,, als Unbekannte zu ent- 
wickeln sind. 
$. 71. 
Wird zu diesem Ende, in Uebereinstimmung mit den vorangegangenen 


Auflösungen, 





l+4y,6@ i rn 1+4,6@ | : 
VA+g®) statt Vl1-+G@G)). VdA+g» statt V1+G,/) » 
Be FıPı _ BER a Pu been 
var m varg) 
und zugleich 2E,(G, — y)=}”, 2E,1+9,6)=Z,;, 
2E, (G,, en Pr) u 3  » 2E, (1 „ F,. G,,) — Z, 

, Z, —Yıl) . Y,„+YıZ2; Y,+ 912; 
ee a ee a u BE Eee 
gesetzt, was F, IrgE 2, Irot ’ 2 IST 

ven Z,=—49,.Y, „ Y+ygyZ Y+yYy,„Z 
7, | a ee ’ a il! en he 
149,’ ad Zu & 7 Fu Re Zu Pau 
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giebt, so dass die Grössen Y„, F,„» Zn Z,, statt E,„ E,. GC, G,, zu entwickeln 


sind, so erhält man aus den Gleichungen (T): 
1,4uN) Y,+Y,=— Kos? — S— T.F9,— P,(sna+ X). 
(2,5 u.8) Z, +Z, = P,cosa+Ksın? — T.F,P,, 
(3, 5,8 u.10) (, -ra)Z, = (Ü+(ncoß + asind)K — (a—Na)T.F,$, 
+(hP,+4s0,+ 25,0); 
wo Ü = (a,cosa—c)P'—acosa1—2X1)20,+(4r,0,+2r,,Q,)sina-tmsS ist, 


i wi. u N ; 0 

(4 u.6) F,- uw = 40,(sin a %; A Is T.(, F;,0, + F6,) 
. S,. 

(7 u. 9) Y, — A, Z, — 20), sınat; X) 

und findet durch Auflösung dieser fünf abgeleiteten Gleichungen: 


® s } 2 y }' „ . . y 
(a,— ).a) [T.(- F,0+-+ u, F,6, )—K(c0s?+u,sin9)—(P,+-4 0,-+20,)sine—u P,cosa-S] 
L 
— (u, — u,)| + (ncos? + a,sind)K] 
(a,— ka)(P, +4. 0,42)” 0,)+ (u, — u,)(RP'+45,0,+25,0,) 





(P, + 2; -0,)44,lC+H{ncos Yra,sind)A-(a-Za)T. F0xa,-2a)| T(,, F,0,+F9, )-19,sine]} 
Pr Q,+25,0,)]u, (KecosA+u,sin$)-(P,+20,)sin«+u,, P,cose+S+T.(FO,—u,,FO+)] 
-u, [TG It F ,0,.+F04,)—40, sin a4, | (a, — ka)|K(cos? + u,sin) 
+(P,+ 2 V,)sine +u,P,cose+T. F ++ 8] — u,[C+ (ncos? + a,sin?)K] 


4 == - > 


(a, . ).a) (P,+ 1,0, ”„ 2” 0,) no. (u, BE u,)Ch P, +48, 0, > 28,,0,) 








s ie in 
(Ps 0: 20, )LE: “(ncos ?ra,sın YK-(a-2a) T.FÖzj(hp, +48,0,+28,,0,,)| Er F,0.+u,,F}6- .) 
_ K(cosß+ u,„sind) — se +40, +20,)sin«@ — u, P,cos@ — S 





(a, — Ja) (P + 4.0, +27 —Q 'Q,) + (u, — u,)(hP, + 48,0, + 28,,0,) 


(P, +4 N [«,1Ca, — Ja) P,cose — (ncos? + kasin?) K — C] + (a, — )a)20,,sin «| 
+(hP, +40, + 25,00] %, [Kceos?+1 «sin d) + (P, + 40,)sin«@ + u,P,cos« 
-T.(- 30, + 4,804) +$] + u, .20,sin« | +2, - "2,|@- .a)] 7.(, & FO, +u ‚P9:;) 
— Kcos$? — (P, +40 )sin« — s| — u,[C + (n cos? + a,sin?) K1] 


Y,m 
(a, ca ka)(P, +42 0,+2, 3 € 0,) +( uU, u, )hP, + 48,0 v‚+ 28,, 0.) 
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[(v vor n 0, + 2“ 9, —a)P,cose — (ncos#? + 2asinäA)R — c) | 
+(hP + Is, Q,#: ,0n[X cos; I+ u, sin I+ (P, +40, + 20,,) sin« + u,P,cose@ +8 


2 T-(! FO + «,F,0,) | 
2, rer s s | 
(a, — Ja)(P, +4-0,+27 0,) + (u, — w)(hP,+48,0,+ 28,,0,,) 

























womit zugleich „ vermöge: 



















(4u.6) Ah, —=T" —F I, — u, La— 40,6, _ 1)X = 40, (sna+A)-Y;-T.F9,, 


(5) FEREERE IDi 4),cosa+ 2. 





$,, > r . - 
(Tu. J) 2h,, —=M, 7,+20,G = 1) ÄA= } „— 20, (sin a A ); 
(8) 2N,=Z,,+20,,cosa, 


so wie, vermöge (3 oder 10), N und N, einzeln genommen, entwickelt sind. 


$. 72. 


Wird zur Bestimmung von Ä der so eben gefundene Ausdruck von X 
dem auf die rollende Bewegung des angehängten Wagenzuges Bezug habenden 
($. 59), nämlich 
A (cos? + usin?) — ip! 


Kin 2) 
ıp -. 
u +470| 


gleich gesetzt, so findet sich für die beschleunigte Bewegung: 


(a— ja) P+ OKT. (; F$9,-+u,F 0.) — (P,+49,+20Q,)sin« — u, P,cose — $) 
+(P,+4, 0,+25 -A)® ] 


(wen [{P+120}0-GP+0,+28,0W] 





(a,— ha) ( |P+4- Q (cos ?+ u, sind) +(P,+4 = Q,+2 0,)(cos + usin?)) 


+lu,— u) | P+4 - Q| (ncos ?+a,sind)-+ (hP,+4s,Q0,+25,Q,,) (cosPf+ u sin ?)) 


und dadurch 
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as . ) 
(a,—).a) [( T.( n. ‚d4tu,F,0,)— (P,+40,+20Q,)sine—u,,P,cos@— $) (cos$+ usin?) 


FE IPB} (cos ?+u,sin3) | 


— (u,— u,)(€ (e08 + usind)+ Bl (ncos?-+ a, sin?) ) 





(a,— .a)| | P+4 - 0 (cos d+ 1, sind)+(P,+4 3 0), +2 (Q,)(cos?+ usin ?) | 


+(u,— u,,) [ P+ 4 Q | (ncos?+.a,sin $) + (hP,+4s,0,+25,,Q9,)(c0s9+ usin 3] 


Nachdem auf solche Weise die Unbekannten ın der Voraussetzung 


1+4,6 | 1+0,6, 
2 %) und Y1+G,)=:; Fr 


| PERENE Su. 14 
ed vd vA+Y,) 


entwickelt sind, können die auf dem bekannten Wege ($.13) abgeleiteten Wur- 


zelgrössen 
TB, +6 A 42) B+CH)— (2) 
- 7B3,+EY (+9) 8+E9)- (7) 
B?+6} 
und 


2 
ZT, ü D) Prds 
Br, AIR + (Ei) | 
ae Fe a Fe 2 | | 


durch Vergleichung mit den Wurzelgrössen Y(l-++,’) und Yl-+9,’), an deren 
Stelle sie treten, dazu dienen, die Genauigkeit jener Voraussetzung und der auf 
ihr beruhenden Ergebnisse zu prüfen und, wo nöthig, die Exponenten «, und «,, 


wie auch insbesondere den bei diesem Verfahren ın die Rechnung eintretenden 
5 











Ausdruck von X nach und nach zu verbessern. Man hat hiezu: 
(a,— Ja)(P,+ 2," 0,,) — u, (AP, + 48,0,# 25,0, )r v; r 
Y,—— a BEE | 7:(,.,.9.+F9,— 40, sina) 
4 — (, u . , 
—_ z ((a,-ra)(K(cos?+u,sin?)+(P,+20,)sina+ u,P,cosa+T.F9,+S) 
— du,,(C(ncos? + a, sin }) RK) |; 
. P+20,+320, | nn | | 
6,=- "u "—[C+(ncos?+ a,sin $) K— (a, — ha) T.F,9, | 
h P —+4$s ‚+2s,,0, m l x y r ® n 
+ — a On | 1 (5 FH, +.,F9,.) — Klcosß + u,„sin ?) 


— (P,+40,+ 20,) sin a — (u, P,cosa— s] 


44* 
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gY, -(P, + ;; Q,) |C+(ncosß + a,sin $)K—(a,—ha)T.F,9,] 


—(hP,+ 45,0,+ 25,01 K (cos? + u,sn?) + (P, + 20,,)sin a 
+ u,P,cosa+S+T.(F9, + u,F,,)]» 


(a — Jay(P,+-4 > Q, ) zn m uU, (h P,+ un 0, +: 25,0,.) 


B,= A, -20, ‚sin 0 


S,, 


7 
+, _[e-o(26 -F,0,+4u,F,0,) — Kcosß — (P,+ +40Q,)sina—S) 
— 1, E + (ncos# + a,sin BR) | j 


P.+420,+2%0, 
- n | (a,— ha) P,cosa—(ncos?+Nasinf) K— C] 


AP,+ 48,),+ 25,4 ‚ dr 
Bed 8.2 an > | Acos; + u,sinP)+(P,+40,+20,)sıina+u,P,cosa+S 


ii T(; F,9,+ «,F,0, )| s 


1,=(P, + 2 0,)| (a, — ha) P,cosa — (ncos? + kasin A)K — C) 
+ (hP,+45,0,-+25,0,)[K(cos3+4,sinß)+(P,+4Q,)sina+,u,P,cosa+S] 
u nie DE 
Bi; FO, 4,4 F0,) ’ 


und eben so, zur Verbesserung des Exponenten A, die Ausdrücke 


101, 11,0) a 
B=- Tu Pisna+ — J| (Kcosß—}P! (sın «), 


1% 0} 
G=1-+- Pr» 
{ 
Y=|!P/(}P} cosa — Ksın ). 


anzuwenden. 


. 73. 
Bei Auflösung der Gleichungen (J) für A =, oder in der Voraussetzung, 
dass für einen bestimmten Werth des Winkels # die Beschleunigung der Bewe- 


gung gleich Null sei, finden sich aus den abgeleiteten Gleichungen ($. 71): 
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(a, — ka)[K (cos$ + u,sind)+(P,+40,+20,)sin« + u,P,cosa« + 8] 
ER + (u, — u, )[C+ (ncos? + a,sin?) K] 
BE 


Grat) 





und wenn 7), den der Voraussetzung X= 0 entsprechenden besondern Werth 
der hier als zu bestimmende Unbekannte auftretenden Druckkraft 7 bezeichnet: 


i C + (ncos? + a,sin?)K ui | s 
Ya a, an. sen — K(cos? + u,sin $) — (P,+ 20,,) sin a 


— u, P,cosa — S— F9,.T,, 


Z, nie C+ (ncosß + a,sin?) A Kn F,9,.. T, ’ 


a,— a 


C+(ncosß + kasin?)K 


Y„=- u, P,cosa+ 20),,sina — 44, a,— ha , 


| C+(ncosß + kasin?)K 
rz PR > os A, u 1 a 
Z, = P,cosua— Fa 5 
so wie ferner aus den Gleichungen 


(J) (4) AR, = K(cosf+u,sinP)+(P,+40,+20,)sina+u,P,cosa+S 
C-+ (ncos? + a,sin ?) K 


. (Ei - 
” G, EBn> ),a@ 


{ 


’ 


C-+ (ncos + a,sin#)K 


» (5) 2N+2N, = + 40,cosa, 


a,— ka 
ie C-+(ncos?+ asin?)K 
» (7) 2h,= (PR, a TEE ). 
I 
C + (ncos# + asin?)K 
>» (9) 20, = (P,+ 2Q,)eosa Feen, 
‚I 


und sodann aus (3 oder 10) die Grössen N und N, einzeln genommen sich er- 


geben. 


| re y | 
an ae: Viren EN Al N 
In diesen Ausdrücken ist Ä = eg ($.59), und es stellt der ın 


T,, F, und Z, vorkommende Winkel 9 den als bestimmt angenommenen Werth 
desselben vor. 

Es ist zu bemerken, dass die hier gefundenen Ausdrücke von F,,, Z,,, 
h,, R,, VW, N, und N,, weder den Winkel #9 noch den Exponenten 4, enthal- 
ten, und dass daher für X=0 diese Grössen, folglich auch die Reibungsquo- 


t t ZR, d „ 
ienten N+N un N, 


bunesquotient - a ] ierrädrigeen D fw s (8. 60). von dem, absolut 
gsquotient y des vierrädrigen Dampiwagens (S. 60), von dem, absolut 


des sechsrädrigen Dampfwagens, eben so wie der Reı- 
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oder relativ genommenen Winkel # und von der Reibung zwischen den Achsen 
der Treibräder und ihren Lagern nur in so weit abhangen können, als etwa der 
Luftwiderstand $ als Function der Geschwindigkeit davon abhangt. 

Endlich kann man noch für A = 0, auf die bekannte Weise, zur Ergän- 


zung des in A vorkommenden Exponenten u die Grössen 


& R 10. _ i ka » ..; 
A=;Plcoos(fa+-ß) ,„ B= m -snacsoß ,„ 6G=1-— N sin & sin /, 


zur Ergänzung des Exponenten 4,, die Grössen 


; r C + (ncos? + Aasin?) K ’ 20, 2 
Y,, = P,cosa — oo. , DD, my sına 5 e&.,=1, 
' R Ba, 


und sodann, eben so, in Bezug auf den Exponenten «, 


YA, = (u„F9,— F9,)[C + (ncos$ + a,sin) K] — F} 9, (a — }.a) 
x[A(cos? + u,sup) + (P,+20,)sina+ u,P,cosa + 8], 


Bi 
130, +F9, Kae a am / - 
ua I, |IC+(ncosß + a,sın ?) RK] — (a, — ja) 


, - 
2 A, 


x|A (cos? + u„sin ?) + (P,+40,+ 20Q,)sina + u, P,cosa + S] 


I 
2 RE F', N " 
T, er. 


+7 (a— Ja)4Q),sına, 


m 
r F,60,+u,F, O0, 


6, Z— | 
u. 


Fo 
Be = 4 (a,—2a)| (cos$+u,sinI)+(P,+40,+20,, sına- A, P,cosa+S] 


[C+(ncosß + a,sın 2) Ä] 
anwenden. 


Nach ($. 61) lässt sich die in den entwickelten Ausdrücken der gesuchten 


Grössen enthaltene Kraft TC F,9, + ,F6,), welche im Allgemeinen mit der 
rlativen Grösse des Winkels #9 im Kreise sich ändert, durch eine andere, dieser 
Veränderlichkeit nicht unterworfene Kraft 2/7 ersetzen, welche die Umdrehungs- 
oeschwindigkeit nach jedem Umlaufe der Treibräder eben so gross wie die erstere 
Kraft giebt, und insofern als ihr gleichgeltend betrachtet werden kann. 


Eben dieses findet bei dem sechsrädrigen Dampfwagen, wie bei dem vier- 
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i O’r PER Duo: 
rädrigen Statt; und da die Gleichung „» =gX für beide die gleiche, in ($. 61) 
angegebene Form annimmt, so ergiebt sich auch in Bezug auf den sechsrädrigen 
Dampfwagen: 


En 


wenn nur dem Coefficienten /J a dem letzteren Dampfwagen entsprechende 
Werth gegeben wird; und derjenige Werth von 27, welcher X gleich Null 
macht, oder welcher dem mit einer bestimmten beständigen Geschwindigkeit 
rollenden sechsrädrigen Dampfwagen, sofern der Begriff der gleichförmigen Be- 
wegung hier Anwendung findet, zugehört, ist 


e C0SP+1,,sin; 
2/, = |$i- cosd+u nat (P,+ 40, +20,)sına+ 4,JP,cosa 


C (cos? + usin ?) + (ncos? + a,sin?) |Y u 
(a, — Ja) (c0sß + usin?) 


Wird nun die Kraft 27 in die beiden Theile2Y, und 2e, getheilt, werden 


die in ($. 71) entwickelten Ausdrücke ebenfalls in die entsprechenden Theile 


+5 (1,— A, 


zerlegt und die der Theilkraft 27,, oder der gleichförmigen Bewegung angehö- 
rigen Theile dieser Ausdrücke durch eckige Klammern ($. 62) unterschieden; und 


wird ferner der Nenner von A und Ä in ($.72) mit N bezeichnet, so findet sich: 
7 


X = (0,—4a)(cos$ + Asın ?) jr . 


OR Du 12 


K=[K]+> + (a, — ,a) P+4} „u% nn. 


d@v) 2% = cos? + usin 


9AR,), cosd-+u,sin? 
%(2V) ;” = ıiP} c08? + usind + (P,+40,+20,) sin a 


C(cos? + usin?) + (ncos? + a,sin?) 
(a, — ka) (cos 7 + usin?) 


+] (a, — ia) (Pp+4! Q\(cos, 3ta,,sin; *(Pr 40, 2, -Q \(cosßtusin,? 


( u. 


— u,({P+#° Q! (ncosAta,sind)t(hP,+4s,Q,+2s,,O,,)(cos3tusin 3)) IE a 


AR, = [AR] + 


+ u,,P,cosa+S— 


LÜ 
1 


' ‚ i , 9(2N+2N) 
2(N + N,) = 2[N +N,] + Gar -2P, 


C (cos? + usin?d) + (ncos? + a,sin?) !®) 
(a, — ka) (cos? + usin >) 


s 
+ I{r+ 4, 0} (n cos ?+ a, sind) + (hP,+45,0,+25,,Q,)(cosu+ usin al7- 


+ 4()' cos a 
2», 
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< 2 R, 2», ia (P, = CcosP+usinA)+(ncos$+/asin?) 1) 
%(2V) ER Be (a, — ).a)(c0s$ + usin ?) 


+ | 20,.(' —1)(a, — ka)(cos? + sin?) 


2R, = [2R,]+ 


—u,| IP+i ’Q (ncos/ +4 asın?) +(hP,+4 s,Q,+2s, ‚Q,(cos? + usin, 3) | h“ ’ 


0(2 N,,) | C (cos $+ usin?) +(n cos? + Zasin?) ' 


IV — [I AN a ul D .* un FR ah 
>. 2% 2N,)+5@ y) 20, —(P,+2(),,)-cosa (a, — 3a) (c0sß + usinß) 





4 
-(| P+4 0 (ncosß ++asın?) + (hP,+4s,0,+25,,0,,) (cos? + wusın? yo. 


und aus den so dargestellten Ausdrücken erhellet, dass die Beschleunigung der 
Bewegung der Theilkraft 2r, proportional ıst, dass die Grössen X, AR,, 2(/V+JV,) 
mit der Beschleunigung zugleich zu- und abnehmen, 2/V,, dagegen abnimmt, 
während die Beschleunigung wächst, und umgekehrt; und dass diese Zu- und 
Abnahmen sich verhalten wie die Beschleunigungen. Ob 2A, bei wachsender 
Beschleunigung zunimmt, oder abnimmt, oder unverändert bleibt, hangt haupt- 
sächlich von dem Verhältniss des Gewichts der Tragräder zu dem des ganzen Zu- 


ses und von dem Werthe des Exponenten «,, ab. 


. 72. 
i ; 1 2(N+-N u 
Wird der Reibungsquotient — IR ) für die rollende Bewegung der 
ä 1 


Treibräder wieder durch A,, und werden die in den Ausdrücken von AR, 


2(V + N,), 2R,, und 2/\,, so eben angegebenen Factoren von 2r,, nämlich 


y OAR) g D@N+2N) 5, OR) 5 02N,) 
Hear *- Dean > dan W-aav 
der Reihenfolge nach durch 3,2, 3,, 2° bezeichnet, so ist 
‚. . 3[2N+2N]-2[4R], 
Rh, _— [A,]+ Sr 2? N+2N, 1? 2v, we 
R, _[Rr]  S2NI-8PR,1, 
R, [RN -eRRN,, 


R, (7 - 1)Ca, — 7a) (c08? + usin?) [2 N, |+u,,2,cos« 0 
=, |-+- y) [2 N „]? Un: 
und es lässt sich auch hier aus den Verhältnissen, in welchen die Werthe der 


Grössen N, 3, 8, [4 AR,]|, 2[Y + \,] zu end stehen, so wie aus den gegen- 
seitigen Verhältnissen der Grössen N, 2,. %,, [2#,,]. [2/V,,] schliessen, dass 


Fe 
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die Coefficienten von 2, in den zweiten Gliedern dieser Ausdrücke wesentlich 
positiv sind, und dass daher die Keibungsquotienten für die rollende Bewegung 
der Treibräder und der Tragräder bei beschleunigter Bewegung grösser sind als 


bei gleichförmiger, und mit der Beschleunigung zugleich zu- und abnehmen. 
R,, 


s ” | 2. j 1 
Vergleicht man die Reibungsquotienten A, und unter sich, so fin- 


det sich, dass 

a cc PN c08 5 ER 
[4 h,|— [2 R,j= Pie usin +(P, + 40, + 2(),)sina + S 
S312N+2N,|—XI4R,]. Y,I2N,1— 4 I2R,,| 


. .. . RT 
ım Allgemeinen grösser sınd als I2N 


und BNH2N® N 


woraus 


sich folgern lässt, dass /t,, wenn die Last des Dampfwagens auf das doppelte Treib- 


räderpaar und das Tragräderpaar ungefähr gleich vertheilt ıst. auf wagerechter 


j . j e i R 
Bahn. und um so mehr beı ansteisender Beweeuns. erösser ıst als —” oder 
° r x , re) > . re) op, _ » P . «c N by) er cI 

iV,, 


“ 


dass bei den Treibrädern, leichter als bei den Tragrädern, eine gleitende Bewegung 
eintreten kann; dass dagegen ın absteigender Bewegung, unter stärkeren Nei- 


gungen, der umgekehrte Fall Statt findet. 
Ss. 76. 


Mit dem Neigungswinkel « ändern sich, wie bei dem vierrädrigen Dampf- 
wagen (S. 63). die Grössen 27/7,, X und A so, dass 27/,. und für eine bestimmte 
Beschleunigung auch Ä, mit « zugleich zu- und abnehmen, A dagegen für ei- 


nen bestimmten Werth der Kraft 27° = 2(F,+,) abnimmt, während « wächst, 


und umgekehrt. 


Für den Reibungsquotient A, ist bei gleichförmiger Bewegung, wenn der 





Luftwiderstand S als unabhängig von « betrachtet wird: 

| di cos?+ u,,sin? 
— p) ‘) 5 EN > N e . N wi, k 

=(P,+ 40), + 20),) COS a = Al, P,sna+ de cos? + usin? 


ac  ndiB} 
j„(e0s? + usin«) + (ncos? + a,sin 5). ,, 


daR, 


da 


’ 

— {L,. 

Em (a, — ra)(cos? + usin 7) 
dc d'Pı 

2 . D ® >) I) 

AI N-+2N]  au(08P + usin) + (ncosp + a,sin?).;, 


— — — 40),sına . 
d« (a, — ).a)(c0S 9 + usin 5) ur 


wo, nach der Bedeutung von C (8. 71), 
de 


da 


—= [hcos«a — (a, — )sina] P,+asina(1—27)20,+ (4r,Q,-+27,,(3,,) cos @ 
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9 8} 
y; 


und vermöge ($. 59), = {IP +40}cosa+ ujP}sin« 


ist; und es findet sich, ee 


2 + 21,? oder [2N+20,. "ur, 
=(P+4 Q, v 20,)(6, Hu Pi. (a, ones a in =) 
+}P+4Qi. = DE "5, — a,(P,+40,). @, oo are sin > 
ag) 


(a, —i)P,+(a,— 3a)4Q,-+mScos« 





wenn der Kürze wegen (, statt und 
c a,— ka 
Cu hP,+4r,Q,+ 27,0, + mSsin «© 
n sta en 
2 
geselzt wird. 
o4R] 272N+2N] 
Da die hier entwickelt gegebenen Ausdrücke von — z ” 
oo en? I ’ 
SIR, . u j 2 
3, ‚ In welchen die die Exponenten « und «,, als Factoren enthaltenden Glieder 


bei den verhältnissmässig kleinen Werthen dieser Exponenten die minder erheb- 
lichen sind, als wesentlich positiv gelten können, so werden die Grössen [4A ], 
2[V + N,] und der Reibungsquotient A, für gleichförmige Bewegung mit dem 
Winkel « zugleich grösser und kleiner. 


Für die beschleunigte Bewegung ıst ($. 63): 


AR, 7 Br d| R, ] PR. ( d|4 B.] d [2N + 2N| 
A ‘ > ES "Ir / Bir 2 DE . 
d« (2A +2) = de 2 N +2N].+ x da S de 
d@) 32N+2N]— AR] 
da % 2 


und es sind, wie bei dem vierrädrigen Dampfwagen, zwei verschiedene Fälle zu 
unterscheiden. 

Erstlich. Wenn die Grösse der Beschleunigung als bestimmt vorausge- 
d(2v,) 
Ze gleich Null ıst, nımmt der Beibungsquotient 


dR, ’ 
R,, da das zweite Glied des vorstehenden Ausdrucks von = ‚ (dessen drittes 


setzt wird, in welchem Falle 


Glied wegfällt, der Winkel & mag positiv oder negativ sein), im Allgemeinen 


als positiv anzunehmen und gegen das erste verhältnissmässig klein ıst, ebenfalls 
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j R : ) 4R oI2N +2N, 
mit dem Winkel a zugleich zu und ab. Der Factor 2. OL — Sg. n 


0a 0a 
ist, näher entwickelt: 

— 2|(P,+40,+20,,)cose — 4,(P,+ 40,) sin «] 
PR... = —[ (h P+45,0,+25,,0,,)(cosf+4,sinß) — (ncos?+a,sinä)(P,+40+2- 0 


IC a s 
|: — (a,— ha) A O, sın« I P+A4 0, (cos #?+ 1, sın £) 


077 
(P, +40,+2 e 0,) (cos? + uusin >| 


Zweitens. Wird die Triebkraft 2/ als bestimmt betrachtet, in welchem 


2) ___D@V). | Bu cn | 
Br - "ist, so findet sich, wie bei dem vierrädrigem Dampfwa- 
0a 0a , Oo 


gen ($. 63), da 
2/,=[4h,]-+ + 1,|2 N+2N ‚-: td, 40, cos« und 
of2V] OR) 0[2N+2N)] 

BR un mn e -+ nn 


Falle 





Frl ar pr I. 5 a,.20, sin « 
ist: 
OR, I)[R, u,‘ 
(2 +20,° = ten +29,P(1- 2%“) 
AYZ ’ AN 
2V + 1,.40,cos« O4R,)| aan 2N] — Ye: 
en ı (2. da 8 u en „(al 2Nt2N,]- -2] 4R,]), 


; St u,Y j s 40, 
und man kann ferner, da 1 — y} - ala 2 ay(“ u. 1) y) (cos? + sin ?) 
» 4 


ist, und in Betracht dass 

au z OAR,)] ! ve | cosP+u, sind 

[4 R,] sıneat+ J, 05e= P, +4 0, „ 20), +Ssıne+ | P+ 40| "cosp’+usind 
- u„(6,+ }P+40! 


vis 2N-+2N, 
[?Y+2N]Jsina+ + = 


nc0s9 + a,sin ) 
|" (a,—ia)(cos? + usin?) 


ncos$# + a,sın? 
[ > N ! k 
ä cosa = Ü,+: w; +4 Oo} - 
I „ J*(a,— La) (c0sß + usin?) ? 


OHR) an. 922} 
Ay c0sa)—3.([2N+29,|sine+ pr cose) | 


; ze 
und Er ‚|e (24 R,)sına + 
&(P 740,720, +8Ssine)+ PH4O}[(hP -45,0,725,,Q,,)(cosßtu,,sin/)' 


40 ji (P, +40,+2 . 0, (ncosß + a,sın P)J 
— Huad, 2 7 


\ . ig $, . 
a | — (hP,+4r,0,+2r,,Q,,+ mSsin [3 P+4 ‚0% (cosd + u,, io) 








+(P, +40, + Q),Jcospß-+M sin? | 


\ 
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sich ergiebt, die Summe der den Factor «,.4@, enthaltenden Glieder, welche sich 


nahezu gegenseitig aufheben, also gegen die Summe der übrigen Glieder sehr 


OR, { 
klein sind, wenn es sich um Beurtheilung des Vorzeichens von Da “ handelt, hin- 


reichend genau: 


O[R 
(ON +2N) = (a,— za), —1) n (cosß + u sın 3) 2 m [2 N +2N,] 


27 (OR O2 + 2X, 
K (077, oa 
setzen. 
IR al © | 
Auch in diesem Falle hangt somit das Vorzeichen von 5, /ın Wesentli- 
O[R,] 


chen von dem des Quotienten —,, und von dem in (1) entwickelt angegebenen 


OR] „OP +2N,] 


Factor?’ 5 —S Ep ab, und es lässt sich hieraus, wenn auch im letztern 
OR, PER la | 
Ausdruck von 7, „2N+ 2N\,)” das zweite Glied gegen das erste weniger uner- 


heblich ist, als ın ei des vorigen Falles, der Schluss ziehen, dass auch 


für einen bestimmten Werth der Triebkraft 27 der Reibungsquotient R.. so- 


1) 
wohl ın ansteigender als ın absteigender Bewegung, zugleich mit dem Winkel «a 


wächst und kleiner wird. 


se 
y 
-. 


? 


Wird noch der Reibungsquotient = der Tragräder, wie im vorigen Para- 


7 
graph derjenige /t, der Treibräder, in Beziehung auf die Veränderungen unter- 
sucht, welche er mit dem Neigungswinkel « der Bahn erfährt, so ist für die 


. € a . . y or 8 
gleichförmige Bey egung:! 


Bu 
O[2N, | 0° (cos 9-+Husin$) + (ncos + hasin, 3" Zi 
i „ En > 9) . u Le 274 
0a (4 ‚+20,)sın & (a, — 3a)(cos? + usin, 3) 
O[2R,,] nn 
er - en 2 Q,sin “); und 


Ö Ben 


. FT 


) ergiebt sich 
oa 


o 


* oder [20,]° S- ind — [2 hi, 


nc0S/7 + Zasin? 
J (a, — J.a)(c0s$ + usin?) 


I 





4.20,(0,+ 7 P+40Y 
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Für die beschleunigte Bewegung dagegen ist 





2) m. 2) [=] ‚ o(2r,) 

N, RT , N : 2v, O[2R,,] rn o[2N ] O0 R r 
EN 2. _L[uJon 2. Ho it Z AN I_RloR \1 
da (2) erz 12N,+ % (8 I ' od. )+ W (32, 8,[27,,)| 
und 


3,12N,,]— &,[2R,,] > 20,|(a.-i0)( —] )(cos 3 + sin B)I2N „]-+u,,8,cosa j 


SOr2R,] _ S,912N,] 


da oda 


j a Ä  „’O[2N, ] 
= 20,|-(4,—20)( — 1 )(cosd-+,usin/) Dr +11 IL sın a | 
.o 2 ’ 


a} 


3eı näherer Betrachtung findet man, dass die beiden letzten Factoren 


des zweiten und dritten Gliedes, so wie der Factor 


ö ncos? + kasind 
TE EEE TO da RN 
c x (a, — ).a)(c0s9 + usin?) 


> 
des ersten Gliedes von 3. 2 /V,,), als wesentlich positiv zu betrachten sind, und 
o(2V,) 

® da 


dass die Factoren «,, und Fr von dem Factor 2 jedenfalls in überwiegend 


stärkerem Verhältnisse übertroffen werden, als unter den drei erstgenannten Fac- 


0 
Ö -— 
toren einer den andern übertreffen kann. Der Quotient ee ist daher ım Allge- 
( 14 « 
meinen negativ, und wird nur in dem Falle, wenn bei wechselndem « die Be- 
oO (2%,) 


schleunigung unverändert bleibt, oder wenn 


Ep gleich Null ıst, nach Beschaf- 


fenheit der gegenseitigen Werthverhältnisse der gegebenen Grössen, insbesondere 
des Werths der der Beschleunigung proportionalen Theilkraft 2e,, positiv wer- 


den können; woraus folgt, dass bei gleichlörmiger Bewegung, und in dem Falle 


der beschleunigten Bewegung, wenn dıe Triebkraft 27 bei wechselndem « un- 
od (2%,) 


. °%(2V,) . ’ R 
verändert bleibt oder a led 3, ist, der Reibungsquotient Na kleiner 
IC 4 ud], 


Or 
oO’ 


wird, während der Winkel « zunimmt; und umgekehrt; dass derselbe aber ım 
erstgenannten Falle, der beschleunigten Bewegung, nämlich für einen bestimmten 
Werth der Beschleunigung, wenn dieser hinreichend gross ist, auch mit dem 
Winkel « zugleich wird wachsen und abnehmen, oder in gleicher Richtung mit 


diesem sıch wird verändern können. 
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$. 78. 


Um die zwischen den Zahlen ® und 1, mit Einschluss dieser beiden Gränz- 
werthe, begriffene Verhältnisszahl 4 ($. 70) so viel als möglich näher zu bestim- 
men, wird man ihr am besten denjenigen Werth geben, welcher die Wirkung 
des Dampfwagens zur kleinsten macht; d.h. durch welchen die zur gleichförmigen 
rollenden Bewegung des Dampfwagens erforderliche Triebkraft 27 und der 
keibungsquotient Fr, ihre grössten Werthe, die der Beschleunigung proportionale 


Grösse Ä dagegen ihren kleinsten Werth ın Bezug auf bekommen. 


5 ® ® y 4 " ’ ph 3 M 
Stellt a irgend eine Function von 2 von der Form re wel- 
; On PP, —=—P,4 
i rössen P, 9, P,, 9, kein 4 enthalten, so ıst 5 = sr, undx) be- 
cher die Grös Pı Pr» ı 4 0% Dt R 


kommt seinen grössten Werth durch den grössten Werth von #, nämlich =1. 
wenn 99,27 ,9 ist; dagegen durch den kleinsten Werth von#, nämlich =0, und 
umgekehrt, wenn p7, —< p,7 \st, während 9, = p,g die Grösse xl von 7 unab- 


. - R — 2. 2 
hängıg, namilch v q DIE It 


2 U 


So findet sich, dass, wenn C, die Summe C-+40,(a,— 1a) cos a bezeich- 


net, nämlich 


= a,cosa(P,+4Q,) — cP, — a.c0sa.20, + (4r,0, + 2r,Q,)sina +mS 


ıst: we 1 > 
S F n cos» + d,sın » san 
92V) = ( ) Ct cos? usin? Di 
- tt, — A1,,)a° iz , 
aY, u (a, — )a) 


wesentlich positiv oder negativ ist, je nachdem ‚u, grösser oder kleiner ist als «1,,. 


Wird ab = A gesetzt, so findet sich, wenn man ferner der Kürze wegen 


er 


\ s | Br s, S,, | ML 
N, statt ‚P +4 Q\ (cos P+ u,sin d) + (P,+ 170,72; 0,) (cos ?-+ tısın ?) 
! „ 


schreibt, und wenn PP}, N und 2 in derselben Bedeutung wie früher (8859 u. 
mr 
75) genommen werden, dass 
oX 
ER Bee 
PY—P9 oder N. Ay 
= — (4, — A1,,)a(cos? + Ausin }) 


pr +2(27-(P,tH40,+20,)sina- u, P,cosa-St(4,-u,,)4Q,cos«) 
x 
cp] (P,+47 O a Oo, ‚)(nc0s3 t a,sinß)-(hP,+4s,0,+25,,O,,) (cost u,sin, >) 
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wesentlich negativ oder positiv ist, je nachdem 1, grösser oder kleiner ist 
als u,,. 

Unter sonst gleichen Umständen erhält daher die Kraft 27, ihren grössten, 
die Grösse X ihren kleinsten Werth durch 7 = 1, oder durch 4 = 0, je nach- 
dem u, grösser oder kleiner als «, ist; und wenn «, = u, ist, so behalten 27, 
und X unverändert dieselben Werthe, wie auch die Zahl 2 genommen Wer- 
den mag. 

Der Reibungsquotient der Treibräder fi, nımmt für die gleichförmige 
und die beschleunigte Bewegung eine Form an, in welcher der Nenner von 7 


r6) iv 7m p 


N ET E u Zn | 
unabhängig, oder p, = 0 ist. Daher wird, für ab= A, Ay und, da q, 


4 
positiv ist, mit » zugleich positiv oder negativ; oder fi, erhält, je nachdem y 
positiv oder negativ ist, durch 4 = 1 oder 4 = Ö seinen grössten Werth. 

vr ° “ > Ar iS N 

Für die gleichförmige Bewegung ıst ($. 75): 


ja) IB + (P,+40, +20, sine + u, (P,+40,)eosa + s| 


cos a + 1 sın 3 





ö ncos?—+ a,sin ? ar 
- u (C, cos? + u sın? B ) 
K,]= ER u 
c05s3 + usın 3 
cos 7+ u, sin? | 
REN Ss \ w | De „ L > .) yo / > 5 h) 
dahery = a v, c0S9 + usin 5+d ‚+40,+20,,sina+ u,(P,+4Q, cosu+S), 


i /d sın 2 
n nd +4,sin ’ rg 
cos? + usind 


N 


und 9, oder (a,—Xa)[2N +2N)] = CU, + 
Für die beschleunigte Bewegung dagegen erhält man 


RE RAR] + 32V — 2V,) 
17T NI2N+2N,] + %2V— 2V,)? 
und findet 


p=-—aN, (2 + ,.40,cosa) 
S, i ER (a1, 608 + u,sind 
+a(" —1)1Q,(osa+usine)| 27 +lu,— u, )4Q,cosa— PP) cos A+ u sin? 
— (P,+40,+20,,) sina — u,, P,cosa — 5 | und 


’ ncos? +a,sin? —_.- 
L(2N , — il‘ Fa 
q, oder N(2N +2N,) = R(c, Ar 77 9) 


2 cos; ’+ u,sin 


I 089 + usin? 


+2(2 F+ (u, — u,) 40), cosa — AP 


— (P'+40,+ 20,)sina — u, P,cosa — S). 
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Der Coefficient » wird zwar, wie die vorstehenden Ausdrücke desselben 
zeigen, bei absteigender, gleichförmiger oder beschleunigter Bewegung, wenn der 
negative Werth des Winkels « ein gewisses NMaass überschreitet, so wie bei verzö- 
gerter Bewegung, positiv werden können, im Allgemeinen aber als wird er negativ zu 
betrachten sein, und der Reibungsquotient A, daher für ) = 0 grösser sich er- 
geben, als für jeden andern Werth, welchen X bekommen kann. Und da ferner, 
wegen der Verschiedenheit der Durchmesser der Treibräder und der Tragräder, 


der Exponent u, gewöhnlich kleiner sein wird, als der Exponent u 


rn? 


so folgt aus 
diesen Erörterungen, dass die Voraussetzung, die Zahl 2 oder die Grösse N, seı 
gleich Null, d. h. der Druck des Dampfwagens auf die Bahn werde nur durch 
die hintern Treibräder und durch die Tragräder ausgeübt, so dass die vordern 
T.eibräder keinen Theil daran nehmen, den Effect des Dampfwagens in den 
meisten Fällen kleiner angiebt, als jede andere Vertheilung dieses Drucks, und 
dass sonach eben dieser Werth von 7, als derjenige, welcher bei numerischen 
Berechnungen die grösste Sicherheit gewährt, im Allgemeinen vor den übrigen 


zur Anwendung sıch eignet, 


Die ın ($. 64) ım Betreff des mit abnehmendem Winkel « eintretenden 
Wechsels der Vorzeichen der Grössen 27”, und [4 R,], der Bestimmung der 
Winkel «, und a,,, welche diese Grössen zu Null machen, u.s.w. enthaltenen 
Untersuchungen und Bemerkungen finden eben so wohl auf den sechsrädrigen, 
als auf den vierrädrigen Dampfwagen Anwendung. In Bezug auf den ersten ist 
nach (8. 74). 


lür 44, ] == © oder ad = 4a 


C(cos3 + usin?d) + (ncos? + a,sin?) !PB' 


er" 





BF ‚=u,. - a 1) a ’ 
| (a, — La)(c0s 7 + u,sin?) 
für Ah =V%: 
OER v—J Ü ncos ? + a,sin IB 
2) o — u, + a it, he 4 - er ren 
= a, — ha a,— ha c085+ usin? 


%— cos# + u,,sin} 
TE fg Imı . us ID ‘) . ho ge 
\ ( Pi cos? + usinä (4 ‚+ 40), + 20,,) sın a A ud ‚cost s) f 


= 


Desgleichen gilt Das, was in ($.65) in Betreff der zum Uebergange aus dem Zu- 


stande der Ruhe in den der Bewegung erforderlichen Grösse der Kraft 27, der 


Berechnung der Geschwindigkeit, welche der Dampfwagen unter gegebenen Um- 
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ständen annimmt, und des Weges, den er zurücklegt, so wie in Betreff des Ein- 
lusses der absoluten Grösse des heibungscoefficienten / und des Trägheitsmo- 
ments der Räder auf die rollende Bewegung bemerkt ist, ebenfalls von den 
sechsrädrigen Dampfwagen. 

Erwägt man, dass die Abstände ce und A, so weit sie in die Ausdrücke von 
27,, X und X ($. 74) eingehen, den Factor «,— u,, haben, so lässt sich folgern, 
dass die Lage des Schwerpuncts des Dampfwagens auf die beschleunigte und 
gleichförmige rollende Bewegung, wenn sie möglich ıst, nur sehr geringen Ein- 
fluss hat; wogegen aus den Ausdrücken von 2(N + N,) und von 2/,, ($. 74) zu 
entnehmen ist, dass eben diese Abstände e und Ah auf das Verhältniss, nach wel- 


chem der Gewichtsdruck des Dampfwagens auf die Tragräder und die Treibräder 
R,, 


sich vertheilt, daher auch auf die Grösse der eibungsquotienten fi, und N 


IV, 


und auf die Möglichkeit der rollenden Bewegung, von nicht unerheblichem Ein- 


_ 
C 


flusse sind. 

Um die aus den Gleichungen (J) abgeleiteten Ausdrücke auf die Bewe- 
gung rückwärts, bei welcher der angehängte Wagenzug vor dem Dampfwagen 
und die Treibräder desselben vor den Tragrädern vorausgehen , anzuwenden, 
muss man die Winkel « und 5 in dem für die Fuhrwerke ($. 7) angegebenen 
Sinne auf die Richtung dieser Bewegung beziehen und die Abstände 7, a und a 


mit verändertem Vorzeichen nehmen. 


Gleitende Bewegung. 


Ss. 80. 
Endlich ergeben sich noch, die Tragräder als rollend und f kleiner als 
AK, 
(N N) vorausgeseizt, folgende 


(K.) Gleichungen der theilweise gleitenden Bewegung 
des sechsrädrigen Dampfwagens: 
I) — Kcosß?—S+f(2N+2N,)—2R,—(P,+40,+20,)(sına+\) 
2) —Asn$? + 2(N+ N, + N,) — (P,+40,-+ 20,,) cos“ 
3) —ncos9. A+cP,+(acosa—?2r, sin a)2Q,+ (a,cos a—r,,sin a) 2(),, 
— 2a, — 2a,N,,— mS— (hP,+4r,0,+25,0,)X—40,U,=V, 
4) 2E,(@;—y,)+/(2N+2N,)+ T,F0,—40,(sina+ A) 1 


5) —2E, 1+9,C)+2(N+N)—T.F0,—40,—cosa 0, 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd, XLVI. Heft 4, 46 


v, 
v, 


\ 


I 
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6) —y,9,.2E,y(1+G5) —/r, 2N+2N)+T.I9,—AQO,U,=®, 


7) 2E,(G,—- 9) 2H,,— 20, (sina+ Ä) —h, 
S) —2E,1+9,6@n)+2N,— 20, cos“ == 9, 
9) — 9,9, 2EVA+G,) + 2r,, R,— 20,065, tn) A = ®, 
10) N,—i(N+ N,) 9; 


aus welchen Gleichungen, indem A und 7 als gegeben betrachtet werden, die 


Grössen X, U,, R,,: N, N,» N,» Eis Gr, E,, @G, als Unbekannte zu 


„? 
suchen sind. 


$. 81. 
Werden zu diesem Ende wieder die Grössen u,, u,, Fa, Z, Y,,, Z, in 


„9 1? 


derselben Bedeutung wie für die rollende Bewegung ($. 71) eingeführt, und die 


L ‚ a n 2 : l+-o,6@ 
Wurzelgrössen Y\l + G3) und Y(l-+ G?,) näherungsweise durch Yo?) und 
’ 
149,06, 


al 2, erselz "ha an aus! 
VE ag,» Ersetzt, so erhält man aus 


(1,4 u. 7) Y,+JY,, = —Kcos$?—S—T. FO, —P (sına-+A), 
(2,5 u. $) Z,+Z, = P,cosa+Ksn?—T.F,9,, 


(3,5,6,5 u.10) [a,—3a+(f+u,)r,))Z2=C—/Sr,. AO eose+(ncosp+a,sind)K 
+T.(F,9,— (a, —ha+fr,)F,9,)+ (hP,+4r,0,+25,Q0,)X, 
wo ÜC= (a,cosa—c)P,— acos a(1—21)20,+(4r,0,+2r,,Q,) sina-+mS ist, 


(4 u. 5) Y,+/Z, = 40, ,(sina-fcosatX)-T.(F9,t/F,0,), 
- 7 Be ; R_ NZ 4 
(7 u. 9) Y,—uZ, = 20,,(sın a, X), 


und hieraus durch Auflösung, wenn man zu fernerer Abkürzung 


B statt (P,+ 40,+ 20),) sına + u,P,cose+S 
schreibt: 
(f+ u,)[K(ncos$ + a,sin?d) + C — fr,.4Q,cos@ + T.(F30,+ u,r, F,O.)] 
— [a,— 3a + (f+ u,)r,][K(cos$+ u,sinä)+BD—f.40,cos«] 


- 7 
la, — ka +(f+ u)r,](P,+40,+ 2," 0,) —(F+u,)(hP,+ a7,Q, + 25,01) 





Ä= 


| K(ncosPta,sin3)+C-fr,.4Q,cosat T«(F304tu,r,F,0+)] 
x u, „4 0,-f(P-+2 = 0,) + A (cosI+u,sind)+ 2 
— f.40,cos«] [f(RP, + 4r,0, + 2s,, 0,,) 


Y — (4, — Ja)t(f+ u,)r,\ 40] = T.F0,+40,'sin«— fcose), 
la, —)a+(S+u,)r,\(P,+40,+2,Q,) 


— (S+ u,)(hP, + 47,0, + 25,0, 





[5 


























14. v. Heim, zur Theorie der Dewegung der Räderfuhrwerke. 349 


(P,+40,+2 ZO,)LK (n cos?+a, sin $) +C—fr,.40,c0sc+T. !F,0,— (a,—iat+fr,)F.0+} ] 


Z— _ P-+4r.D, +2s,,0,) [IK (cos$+ u,sin?)+ B—f.40,cose—(f+u,)T.F\o,] 
2 — 9 


“ $,, 
la,—/a+(f+u,)r,] (P,+40,+2, 0,,) — (f+u,)(hP,+ Ar,0,+ 28,,0,,) 





[ A(ncos+a,sind)+C-fr,40,cose*T.(F,94+u,r,F,0*)] 
X (2 0,— u,(P,#40,)) + IK (cos? + u,sin ) 
+B-—f.40,cose] [u,Ch P,+4r,0,-+ 25, 0,) 
r — [a,—/at(f+ u,) r,]27” 0, : ai % 
gen la, — kat (f+u)r(P,+40,+2 0.) - u, (P,cosetKsin?)+2Q ‚sine, 
— (ft u,)(hP,+4r,0,+2s,,0,,) 





—(P,+40,+ 2" 0,)| K(ncos 3 + a,sin 9) + C—fr,.40,c0se + T.(F,0,+ u,r,F,6,) 
— [a,—/a+(f-+ u,)r,|(P,cose— Asin 5) +(hP,+4r,0,-+25,,9,)[ K(cos-fsin?) 
+ (P,+40,+20,)sn«e —f(P,+40 9,) c0sa@ + 8] 


Z,= 
[,—kat(f+u)r,] (P,+40,+27°0,)-(S+u,)hP+ 47,0,+28,,0,,) 





wodurch zugleich auch %,, G,, E,,, G,, und, 


vermöge 5) 2(X+N)=%+T.F,0,+40,cos a, 


Sn e . \ > N a) 
(P hen a 0,) [A (ncosA+a, sin$)+C—fr,.40,cos@+T, (F,0,+u,r,F,0+)] 


= — (hP,+4r,0,+28,0,)| A (cos ?+ u,sind)+ B—f.40,c0s«] 
— | +4(),cose, 
la,— 7a +(f+u,)r,\(P,+40,+250,)—- (S+u,)(hP,+ar,Q,+28,0,) 





vermöge u.6)40,U,=T.(F9 ur, E90, )+ ur, &Q,cosa—(f+t)r (2N-++-2N,), 
» (70.9) 2R,=Y,-20, (sinc+ X) = u,Z2,+20,( —1)X, 
» (8) 2N , =Z,,+2 O,,cos« 


entwickelt sind. 


Wird nun noch, wie es die als rollend vorausgesetzte Bewegung des an- 


Icos At u ui _ 


gehängten Wagenzuges bedingt, X = Ir ne ($: 99) gesetzt, so 
+4, 0| 


findet sich, indem zugleich im Sinne des ($. 67), wie ol der Kürze wegen, statt 
1 

der Kraft T' (9, F9,) die als unabhängig von der relativen Grösse des 
! 


Winkels 0 gedachte Kraft 27” eingeführt wird: 


46* 
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IP+4° Q\ (f+ u,)(C—fr,.40,608@+2r,V)—(a,—kat+(f+u,)r,)(B-f.40,c0s«)] 


+ Pa, —2a+(f+u,)r,)(P,+40,+ 2 Q,)— (+ u )hP, +40, + 25, 0,) 





a Ss ılr j j s? in? r) in? 
+1,09, l@,—ra+(f+u,)r,) (cos? + u,sin?)—(f+u,)(mcos 3 + a,sin f)] 
+(c088 + usin 9) | (@,—4a+(f+u,)7,)(P,+40,+2%0,)-(fau,)(hP+4r,Q,+25,0) | 


und sodann 


f-+u,)(C—fr,.4 0,60s@+2r,V)— la, — 1a+(f+u,)r, (B—f.40,cose)]|(cos $+ u sin ?) 
— !B [a,—Aa+(f+ u,)r,|(cos$ + u, sind) — (f+ u,)(ncos? + a,sin })] 





A = 
j s ® » . . bu: 
1P+4; 0 la, — Zja+(f+ u,)r,|(c0os? + u,sin?) — (f-+ u,)(ncos? + a,sin ?)] 


—+(c0s7+usin La —ia+(f+u)r,\(P,+40,+ = Q,)- (f+u,)(hP-+4r,0,+2r,,0)] 


f(eos? + usind)[C+2r,V—r,B+(a,— )a-+(u, — u,)r,)40,cos«] 
\ Y) / N; n \ . * . . nac r 
— I! Bi Ir, (cos? +u,,sin?)—ncos?—a,sin?]—(cos?+usins)|(a,-katu,r,)B-u,(C+?r,V)| 
‘ 


— 1 [(a, — Aa + u,r)(cos? + usin?) — u,,(ncos?—+ asin ?)] 





j 5a . ’ 
FF +40, Ir, (cos? + u,,sin 9) — n cos 9 — a,sin }] 


. . $,, 
+ f(cos$ + u sin?) |», (P, +40, + 2- 0,)—hP,—Aar,0,— 28, 0] 
f 5 EN 
+ Pr +4, 0 la, — ka + u,r,)(cos? + u,sin5) — ı,,M cos? + a,sin ?)] 
’ r . $,, 
+ (6089 + usin?) | (a, — ka + u, r)(P, +40, + 2, 04) u, (hP+Ar, 0,+2,0,|- 


Endlich kann auch hier das früher wiederholt bemerkte Verfahren (3.59, 
72) dazu angewendet werden, den Grad der Genauigkeit, bis zu welchem die 
entwickelten Ausdrücke den Gleichungen (K) genügen, zu prüfen und die Expo- 
nenten t» 4,» i1,,, so wie zugleich den vorstehenden Ausdruck von Ä, wenn es 
erforderlich sein sollte, auf dem \Vege allmäliger Annäherung zu verbessern. 
$. 82. 


Wenn der Nenner der beiden letzteren Ausdrücke von X und X mit X 


Y 


= 17 ry\ Y 5 + 9) . 
bezeichnet, und Z,+ T. F,9, oder 2(N+N,)— 40,coa = - gesetzt wird, 
so ergıiebt sıch: 

M=(C+2r, 7 — fr.40,cos [37 4 4, 0*%(c0sA + u, sin }) 
$,, ! 7 ä Ss : 
+(PH 0,2" 0,,)(os>+wsins) | B-/.40,00s0)]$ P+4Q $(neoss+a,sing) 
+(hP,+4r,0,+25,,Q,)(cos?+usin?) I-17 1 (hP,t4r,O,t25,,O,,)(cos?tu,,sin?) 


S, RR 
— (‚P +40, + 2, 0,) (ncos?-r+ a,sın >| ‚ und 
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OR l OM 
af 7 40,000 Df — 


+[2,+25,0,— ,(P,+2 ”Q,) |@ss + usin?) , 


=> pP +4 ’0%ncos ‚ta, sın Br ‚(cos; ‚tu sin 3)) 





ON H+2N) _ IN IM 
folglich H - 1 a7 + 4(),cos «) und 
40, OT, h 9(2N-+2N,) 
wei N+?2N, ++). of 
M ON 
_— (= —. 410 sin«)| 1 — (+ u)» RNof , 
OR 


\ 


wesentlich negativ, da das Glied (f-+ 4,).jyop> wenn es auch positiv wäre, je- 


denfalls kleiner als 1 ıst. 


Dagegen 1st 


ıP- +4, 47,0) (cos, ER IrAE uber +. 9) (000 f >’ + usin ne 


2N+2N) _ 
r,.0o(2V) = N u 
40, OU, (2X +2.N,) 


r, d@v) tr. r,.o(2V) °’ 





und 


wesentlich positiv, und eben so finden sich ferner: 


u 9X r 
I”. a7 —= (cos? + usin BJ) [a, — ha+ (u— 4,,)r,] 


[C+2r/ +(a,—Nna+ur )40cosa]]' 740 (cos? + A, sin 8) 
. (P, + 40, nn 2" Q,) (cos?+ u sın 2) | — (b+u,. 4), cos 0%) 
x r+: Q\(neossrasing)+(h P,+4r,0,+2s,,0,)(cos?+usin) Y, 


run ala F,+Ar, 0, + 25,0),) (cos ru, sin 2) 


ER 


$,, A | 
oh (P,+40,+ 2, 0.) (ncos3-+ a,sin ?) | 


9X  Jrw)r, 
. (cos? + usin }) , 








(2 Hr % 
so wie auch 
s { s 
OK +10} 0x RS (P+4,0| ax 
öf Top rusnp of NE ARV) cosd+usinp a@2V)’ 


wesentlich positiv. 
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Die hier entwickelten Differentialquotienten zeigen demnach, dass die 


Grössen A, K und U mit der Kraft 27 zugleich zu- und abnehmen, und dass 






beı gleichbleibender Triebkraft die Grössen X und ÄX mit dem Reibungsquotien- 






ten f ebenfalls zugleich wachsen und abnehmen, U, dagegen wächt, wenn f ab- 






nimmt; und umgekehrt. 










$. 53. 


Vermöge der ($. 54) angegebenen Bedingungen für das Entstehen der 





rollenden und der theilweise gleitenden Bewegung des Dampfwagens sind die 






Gleichungen (K) und die aus ihnen abgeleiteten Ausdrücke nur dann anwendbar 
be) € 






und gültig, wenn der Reibungscoefhicient f kleiner ist als der der Triebkraft 277 





zugehörige heibungsqsquotient A, für die rollende Umdrehung der Treibräder, 
oder, was Dasselbe ist, wenn die Triebkraft 2/” grösser ist als die Kraft 2/’f, wel- 


che den Beibungsquotienten Ft, dem gegebenen Coefficienten f gleich macht 



























($. 69). Und nur für solche grössere Werthe der Triebkraft sind die Grössen 


oO 





A, Kund U, ım vorigen Paragraphen als mit derselben zugleich zu- und abneh- 














mend zu betrachten. 

Werden die beiden Ausdrücke von A, welche aus den Gleichungen (J) 
und (K) hervorgegangen sind (SS. 72 u. 81), einander gleich gesetzt, so ergiebt 
sich daraus f gleich dem Beibungsquotienten der Treibräder für die beschleu- 
nigte rollende Bewegung, und umgekehrt müssen daher auch durch f= AR, die 
aus den Gleichungen (K) folgenden Ausdrücke in die entsprechenden, aus den 
Gleichungen (T) gefundenen, sei es für die beschleunigte oder für die gleichför- 
mige Bewegung, übergehen. 

Für einen bestimmten Werth der Triebkraft 27” ıst beı rollender Bewe- 


‚, dagegen kleiner als bei theilweise gleitender Bewegung. 


gung A grösser, U 

Die Bemerkungen ($. 68) über die Verhältnisse der Bewegung, welche 
während derselben eintretende Aenderungen der Stärke der Triebkraft und der 
Reibung zwischen den Rädern und der Bahn zur Folge haben, finden auf den 
sechsrädrigen Dampfwagen eben so wohl wie auf den vierrädrigen Anwendung; 
nur mit dem Unterschtede, dass, wenn die als bestimmt und in der Beziehung, 
das f=f#, oder P = TFf ist, zu f stehend angenommene Triebkraft 27 zu- 
nimmt, ohne dass f sich ändert, bei dem sechsrädrigen Dampfwagen die beiden 
Grössen U, und A ebenfalls, jedoch die erstere verhältnissmässig mehr als die 
letztere, zunehmen ; so dass U, grösser als (s, — r,) A oder die Umdrehung der 


Treibräder theıilweise gleitend wird. 
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Die Bildung und Entwickelung der Gleichungen (K) berulit auf der Vor- 


aussetzung, dass, während die Treibräder mit theilweise gleitender Umdrehung 


oO 


e 


sich bewegen, die Umdrehung der Tragräder des Dampfwagens und der Räder 
des angehängten Wagenzuges rollend sei. Sollte daher, entweder aus numerischen 
Berechnungen, oder durch Erfahrung sıch ergeben, dass diese Voraussetzung nicht 
zutreffe, oder mit den für die bekannten Grössen angenommenen Werthen un- 


vereinbar sei, dass nämlich f kleiner sei als der aus den Gleichungen (K) folgende 


’ i Bio ’ : ’ 
Reibungsquotient a ($. 81), oder auch kleiner als irgend einer der auf den Wa- 


N, 
genzug bezüglichen Quotienten N, (welche letztere in der die gewöhnlichen 
Räderfuhrwerke betreffenden Abtheilung dieser Vorträge ihre Bestimmung fin- 
den): so wären auch die aus den Gleichungen (K) gezogenen Folgerungen un- 
statthaft; und wollte man für solche, minder wesentliche Fälle der Bewegung zu 
richtigen, nicht an inneren Widersprüchen leidenden Ergebnissen gelangen, so 
müssten die Zusammensetzung der Gleichungen der Bewegung und deren Ent- 
wickelung auf Voraussetzungen, welche unter sich und mit den Werthen der 
gegebenen Grössen bestehen können, gegründet und hiernach geändert werden. 
Insbesondere darf, wenn die Gleichungen (K) anwendbar sein sollen, der Reibungs- 
quotient R, der Treibräder weder Null noch negativ werden, weil in solchem 


Falle der Coefficient f, welcher nicht grösser als /t, sein darf, vermöge dieser 


Bedingung kleiner sein würde, als der Quotient 7 ($.81), der nur positiv sein 
a; ; 


kann. 


Drittes Kapitel. 


Nachträge zu den beiden vorigen Capiteln. 


$. 84. 


Hat der Dampfwagen zwei Tragräderpaare, statt eines einzelnen, so kann 
es für die Rechnung genügen, ihn als sechsrädrig, mit vier Treibrädern, zu betrach- 
ten, und zwar so, dass die vier Tragräder an einer in der Mitte zwischen den 
Achsen der beiden Tragräderpaare mit ihnen parallel angenommenen Axenlinie 
zu zwei Tragrädern vereinigt sind, und demgemäss in den Gleichungen (J u. K) 


des sechsrädrigen Dampfwagens und ın den aus ihnen abgeleiteten Ergebnissen, um 


sie auf diesen achträdrigen Wagen anwendbar zu machen, 4Q),, statt 2(),, zu setzen 


und den Abstand a, in paralleler Richtung mit der Bahnlinie von der Axenlinie 
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des hintern Treibräderpaares an bis zu jener hypothetischen Axenlinie zu rech- 
nen, während P, das Gewicht des achträdrigen Dampfwagens, mit Ausschluss der 
Häder und Achsen bedeutet. 

Auch hat man in eben diesen, auf den sechsrädrigen Dampfwagen Bezug 
habenden Gleichungen, und in den aus ihnen entwickelten Ausdrücken und Fol- 
gerungen nur die Grössen a, A und W, gleich Null, und 2Q,, ZR, statt 40,, AA, 
zu selzen, um sie ferner auf den vierrädrigen Darnpfwagen mit zwei Treibrädern 
und zwei Tragrädern anwenden zu können; wodurch die Aufgabe aufhört unbe- 
stimmt zu sein. 

Für Dampfwagen mit andern, zur Ausführung gelangten, oder möglichen 
Combinationen von Rädern mag es hinreichen, im Vorigen die eigenthümliche 
Natur der Bewegung der in ihrer Eigenschaft als Räderfuhrwerke betrachteten 
Dampfwagen ım Allgemeinen nachgewiesen und die Grundsätze aufgestellt zu 
haben, nach welchen die Untersuchungen über die jeder Art derselben zukom- 
menden besonderen Verhältnisse der Bewegung auszuführen sind. Und eben so 
wird es nach den vorgetragenen Sätzen keine sehr wesentliche Schwierigkeiten 
haben, diejenigen Beziehungen zwischen den einwirkenden Kräften und Wider- 
ständen, und der aus ihnen hervorgehenden Bewegung, welche in den Fällen 
eintreten, wenn zwei oder mehrere Dampfwagen in Verbindung mit einander 


zur Fortschaffung erösserer Lasten dienen. durch den Calcul zu ermitteln. 


oO oO 


$. 55. 


Die Function F9, welche das Gesetz bezeichnet, nach welchem die Grösse 
der an den Treibrädern arbeitenden Kraft der Maschine mit dem Winkel # sich 
ändert, wurde bei der Bildung der Gleichungen der Bewegung und deren Ent- 
wickelung als bekannt vorausgesetzt (9.56). Da es eben so schwierig sein wird, 
dieses Gesetz mit der bestehenden Einrichtung irgend einer Maschine überein- 
stimmend genau anzugeben, als die den Wechsel der Triebkraft regelnden Ein- 
richtungen so ins Werk zu setzen, dass sie einem bestimmten Gesetze vollkom- 
men entsprechen: so können folgende Ueberlegungen wenigstens dazu beitragen, 
von der Beschaffenheit der Function F% nach den Bedingungen , denen sie ge- 
nügen soll, eine etwas nähere Vorstellung zu erlangen. 

Das Moment, mit welchem die am Kurbelgriff eines Treibrades arbeı- 


tende Kraft der Maschine das Rad zu drehen strebt, in dem Augenblicke der 


Bewegung, auf welchen der Winkel # sich bezieht, ist nach ($. 56): 
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; ; cosH 
T.F$# = T.FO.bsndf 1— 
Ylı-(; ‚sinö) |) 


und F9 muss, da 7 diese Kraft für # = 90° bezeichnet, für eben diesen Werth 


von # gleich 1 werden. Soll nun das Moment, und zwar das der Triebkraft eines 





jeden der beiden Cylinder für sich, eine stetig nach derselben Richtung erfolgende 
Umdrehung des Rades, woran sie arbeitet, wie es vorausgeselzt werden muss, 
hervorbringen können, ohne auch nur augenblicklich die entgegengesetzte Rich- 
tung anzunehmen, so darf dasselbe für keinen Werth des Winkels 9 negativ 


b 
werden, und die Function F9 muss daher, da der Bruch z Jedenfalls kleiner als 


b cos 
“ ylı-6sinö) | 
mit sınd zugleich das Vorzeichen wechselt, oder dass sie für d = 0 und 180 Gr. 


gleich Null und von 150 bis 360 Gr. negativ Ist. 


Als die geeignetste Form dieser Function ergiebt sich demnach JFo=sın”d, 


1 und der Factor 1 — positiv ist, so beschaffen sein, dass sıe 


wenn 2 eine positive ungerade ganze Zahl bedeutet, und unter diesen Zahlen ıst 
n—=1 diejenige, welche das Moment der umdrehenden Kraft im Allgemeinen 
grösser als die übrigen macht. 

Setzt man demgemäss F9 = sın P, so erhält man, nach den Bezeichnungen 


ın (S. 56): 
Id, = sınd + cos®, 


b sind 2a cos? d 
b [1-(Gsin 0) ] I1- (cos „1) 
. ind 

F,0, = bsın?d au 2 ra + bco0f 1 +; > u 

2 1-6 sin 0) ] U v[ı-(cos0) ] 
1 N 2) ui 
Pr FA, + uF0, = - + 4, l- — ir cos 
| lu -(&sn0)] vlı - c0s0)) ] 


u b. cosd sin d 
+- > sınd.cos®#" + er > 45 
nr, | V[1-(c0s0) ]  yfi-(&sino)] 


a4 22 a u 
und für die ($$. 61 u. 74) statt der Function 7 Lee FD, + 1,F,9,) eingeführte 
Kraft 


F9, 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVI. Heft 4, A7 
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’ |; 
av = fer(t F,d, + u, F9,) 80 


9-0 


ergıebt sich durch Integration: 





RR E 3 ey 15.(&) 18. (by 
u ee a 5 ;) +4 Kaas Be | 
1 y5bı° 4H? b > b\* 
+ et 6 )+3 (2) Pe | as | 
EeeT; +26)+2 )- a we 3 + )- | 
» a\1+4H?la  16\ +52 +54 tal 13; 
N, r, .”% 5 -+ 2H —(} | I+ =: s | 7+2H 3 by‘ 
725+4H? 3 ;) > + 9+ 116 31(7) Es 
- kn a 
Für den vierrädrigen Dampfwagen (8.61) ist 7 = —, (cos? + usin }), 


für den sechsrädrigen Dampfwagen ($. 72) dagegen 
i »AI.r 
H=|a, — ha + (u,— u,)m]- Te "(cos$ + usin ), 
wenn die Buchstaben z, 4, &, N in der oben ($. 62, 65, 74) ihnen beigelegten 


z b\? u; 
Bedeutung genommen werden; und da die Grössen A, u, und (;) verhältniss- 


mässig klein sind, so kann das bestimmte Integral 


2H b 5 2b 
cf: ano .F,9,+ u,F,0 .) 00 näherungsweise = + (3 = rl) 


irH __ 
e ! 
27 ——0 


b b 
oder auch nur = “ + 4, ] gesetzt werden. 
’ 


Wenn jedoch auch das Moment 7. F9, durch die Function F9 = sind 
für jeden Werth des Winkels 6, oder während eines ganzen Rad-Umlaufs, nur 
positiv werden kann, so folgt daraus noch nicht, dass die Grösse 27 durch 
F0 = sin, bei übrigens gleichen Grössenverhältnissen, nothwendig grösser sich 
ergebe, als durch jede andere Function von #, welche diese Eigenschaft 
nicht hat. 

Die Grösse F9 ist im Vorigen als eine stetige, während des ganzen Kreis- 
Umlaufs der Kurbel, oder während des ganzen Kolbenlaufs sich gleich bleibende 
Function von ® betrachtet und behandelt worden. Wäre sie Dies nicht, oder 
zerfiele der Kurbelkreis in mehrere Theile, für deren jeden die Function #9 einen 


andern Ausdruck hätte, so müsste das Integral 
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Jet F,6,+ «,F,0,)0%, wofür auch 2 2, F,0, + ,F ‚0)o9 


2. 


gesetzt werden kann, stückweise, nämlich für 'eden dieser Theile der entspre- 
chende besondere Theil des Integrals, genominen werden. Wird z.B. der Druck 
des Dampfs auf den Kolben als während des ganzen Kolbenlaufs gleich gross 
vorausgesetzt, so hat man, von d=0 an bis d9=r, d.h. für den obern Halbkreis 
des Kurbel- Umlaufs, oder für den Kolbenlauf vorwärts, F9—=1, und von =r 
an bs 0—= 21, d.h. für den untern Halbkreis des Kurbel- Umlaufs, oder für 
den Kolbenlauf rückwärts, F9 = — 1 anzunehmen. Das eben angegebene Inte- 


gral zerfällt dann in die beiden Theile: 


f ».% b cost b ind 
+2je" r sin u +4,77", _ -——= 186 und 
0 ar 1-6 sin0)” 
14 U sind 
fe 0 ont ME he 
ı- wR sin) | VI1-(7sind) | 


und es ergiebt sich, wenn der Einfachheit wegen bei der Integration die den 
D\? ; . r 
Factor (5) enthaltenden Glieder ger: werden, die Grösse 


4H.T (er + 17 


1b (em 
Fu: u . _e. . 
2V — eiH _ 16 +47 1+4H: 4 r | 


„I I+H®_ 
" 4, d b m . an 
welcher Ausdruck für I=0 auf _T +, ;) zurückgeht, während für F%=sin$, 


’ .. b b 
unter den gleichen Abkürzungen, 2/ = T(, +47) sefunden wurde. 


$. 86. 


Die in die Rechnung aufgenommene eingebildete Kraft 27 ($. 61) ist 
zwar der Bedingung gemäss bestimmt worden, dass sie, als eine vom Winkel # 


unabhängige Kraft, die Umdrehungsgeschwindigkeit nach jedem Umlaufe der 
h > l 
Treibräder gleichwohl eben so gross giebt, wie die Kraft 7" (- F9 + u,E,0,) j 


und kann insofern als ihr gleichgeltend betrachtet werden. Die Aequivalenz 
dieser beiden Kräfte ist jedoch desshalb nicht vollständig, weil die wirkliche Zeit 


eines durch die letztere Kraft hervorgebrachten Räder-Umlaufs im Allgemeinen 
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nicht genau eben so gross ıst, als es die Zeit eines Umlaufs sein würde, wenn 
die Umdrehung durch die surrogirte Kraft 27 hervorgebracht würde. 

Wird nämlich durch «, die Umdrehungsgeschwindigkeit am Anfange des 
Umlaufs oder für # = Ö bezeichnet, und durch «(1 + 9) das Quadrat u] der 
wirklichen Umdrehungsgeschwindigkeit für irgend einen Werth des Winkels 9, 
durch u?(1+r) aber das Quadrat der der Kraft 2/ entsprechenden Umdrehungsge- 
schwindigkeit für denselben Werth dieses Winkels, ausgedrückt, so dass # und 


r Functionen von # vorstellen, welche für # = OÖ verschwinden, so ist: 


6 Zieh si 06, 00 
Die wirkliche Umlaufszeit Si — (149) | ’ (1-3 94-4+.9°...), 
0 


e/ 9-—0 


az 07, —! 0 
Die der Kraft 2/ "entsprechende Dei (1+r) [2% (l—-3r-+ir”....), 


270 . 270 


und es müssten # und r gleiche Functionen von F# oder von # sein, wenn die 
beiden Umlaufszeiten allgemein für jede Function F# gleich gross sein sollten. 
Aus der Gleichung (O, $. 61) findet sich aber, Kent man in ihr z4(1--9) 


satt u? und Null statt & setzt: 


2.9 = (B+ Hub)(e— 1) + 2He%. AT) Er 0,+ u, F,9,) 00, 


9>0 
und aus der Gleichung (P, $. 61): 
Hus.r een (Bb+ Hu‘) (e9 —1) +2 AV (1—e””") — (2 AV —B-Hu)1—c”', 


und die Gleichheit beider Umlaufszeiten würde erfordern, dass 


. ee ; r 
2/1 — ee") = 2H7 ef em F,0, + «,F,®, ) N, 
90 N 


u SsHT r Bu \ as aut _ 
d. h., weil 2/ = Zu ( F6, + «,F,9,) 09 ıst, dass für jeden Werth 
27—0 4 


des Winkels # im Kreise, 
Se"G F,0..+ uF,0.-)00 Jet, F,0. + uF,0:)00 


27 —0 


v—0 


ea] eH—_ 
- . . . » r 1 y y 
sei; welche letztere Gleichheit nur dann Statt finden kann, wenn T(; F39 tu, ,9.) 
! 


nach # constant oder gleich 27 ist. Die beiden Umlaufszeiten können daher 


nicht für jede Function F9 ganz gleich gross sein, sondern nur für solche, (wenn 
i au n pr R eh z 
es deren giebt), für welche die Grösse „129, +4, F,#, nach ® beständig ist; 
4 


wie Dies unmittelbar aus der Bedingung 4 = r für jeden Winkel 6, d, h. aus 
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der Bedingung der Gleichheit der wirklichen und der der Kraft 27’ zugehörigen 


Umdrehungsgeschwindigkeit für jeden Augenblick des Umlaufs, folgt. 


In dem besondern Falle, wenn r = 0 oder "= V, ($. 61) ist, kommt 
die angegebene Bedingung #=r darauf hinaus, dass für jeden Werth des 


Winkels 9, 


Se"%X.F,0= + u,F,0:)00 


9-0 u _#Db + Hu? 


. — 
ea — 1 T apary Ih 


T(F0.4,69,) =" =2V,sei 


Durch F9 = sın® wird die Bedingung der ERONER der Grösse 
R ; 
„T29,+ u,F,0, zwar nicht vollkommen, jedoch nahebei erfüllt, und der Un- 
’ 


terschied der beiden betrachteten Umlaufszeiten könnte daher, wenn F# = sin! 


wäre, nur sehr geringe sein. 


$. 87. 


Die Beziehung, welche bei der Umdrehung der Treibräder zwischen der 
Lage des Kurbel- Arms oder dem Winkel #, und dem Stande des Kolbens im 
Dampfcylinder Statt findet, ergiebt sich wie folgt. 

Wenn der Winkel # gleich Null ist, oder der Kurbel- Arm ce (Fig. 5) 
beim Umlaufe des Rades hinter der Achsenlinie in der Parallelen er oder in der 
verlängerten Axe des Cylinders sich befindet, so fällt der der Kurbelstange und 
der Kolbenstange gemeinschaftliche Gelenkpunct a in den Punct zn, und es steht 
der Kolben am hintern Ende des Cylinders. Während nun der Kurbel-Arm 
den Winkel nce=# beschreibt, durchläuft der Gelenkpunct « den Weg ma, 
und der Kolben denselben Raum vom hintern Ende des Cylinders an; und wenn 
z diesen Raum oder den dem Winkel # entsprechenden Abstand des Kolbens 
vom hintern Ende des Cylinders (den Kolbenhub) bezeichnet, während 6 und / 
($-. 56) die Längen ce und ae des Kurbel-Arms und der Kurbelstange ausdrük- 
ken, so ıst: 


an=l+z, nk=(1—cos#)b, und (ae) = (ak)’+ (ke), d. | 
?=[1!+3—b(l— cosN)]’+Lb’sin?®, 


woraus z2=b(l — cos) — |ı — | [€ Zn: ( sın o) )| ’ 


2lz +2? =Y[2(2d—2) (2242) (20 — 2) +2)] 


snd = 


we gun 2b(l— 0b +2) 
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folgt. Das obere Vorzeichen von sin ® bezieht sich auf den Kolbenlauf vorwärts, 
das untere auf den Kolbenlauf rückwärts; der Abstand z aber ist immer vom 
hintern Ende des Cylinders an zu rechnen. 

Es ıst demnach z=0 für 9=0, und z = 25 für 9 = 150°, aber 


= b+Y(F—b) —/=b für 9 = 9° und 270°, und für z = b ıst sind = 


© 


! b\ . 
97. sınd=- | | 1 (&) | \Venn der Kolben im Laufe vorwärts die Mitte 


des Cylinders erreicht, hat der Kurbel-Arm einen Bogen > 90°, und wenn der 
Kolben im Rückgange wieder ın der Mitte anlangt, einen Bogen < 270° beschrie- 


90 


ben. Dieses Nichtzusammentreffen von z =Ö, mt = 970° oder der Unter- 


schied zwischen z und (1 — cos#) 5 ist um so geringer, je grösser / gegen d ist, 
und würde verschwinden, wenn / unendlich gross wäre. 

Der im Obigen durch 7. #9 bezeichnete Druck des Dampfs auf den Cy- 
linderkolben lässt sich nach den vorstehenden Ausdrücken von sin® und cos9, 


wenn /® bekannt ıst, auch als eine Function des Abstandes z ausdrücken. 


$. 88. 


Das bei der Berechnung des Trägheitsmoments der Räder, mit Inbegriff 
der Achsen, anzuwendende Verfahren wird als bekannt vorausgesetzt. (Bei der 
gewöhnlichen Bauart der Treibräder und der Tragräder der Dampfwagen fällt 
das Trägheitsmoment eines Räderpaares mit der Achse im Allgemeinen zwischen 
0.5 Mr? und 0.54 Mr’, wenn r den Halbmesser der Räder und M die Masse 
des Räderpaares mit der Achse bezeichnet.) 

Für die umdrehende Bewegung der Kuppelstangen,, welche diese Theile 
der Dampfwagen mit den durch sie verbundenen Treibrädern gemein haben, 
Iindet sich, wenn man das Gewicht einer Kuppelstange mit ® bezeichnet und die 
Quantitäten der Bewegung als Kräfte nach den beiden coordinirten Axen zerlegt, 
für den dem Winkel # entsprechenden Augenblick der Bewegung und für die 


Beschleunigung der Quantität der umdrehenden Bewegung einer Kuppelstange: 


u s w. ; ou 
Nach der Richtung der Axe der & () = rn sind.27' 
u r Wi ou, 
Nach der darauf senkrechten Richtung (b.) = —bsin „7: POWER 
fe) 


und, die Hälfte des Gewichts & auf jedes der beiden durch die Kuppelstange Ver- 


bundenen Treibräder gerechnet, für das Moment der Beschleunigung der Quan- 








14. v». Heim, zur Theorie der Bewegung der Räderfuhrwerke. 361 


ttät der Bewegung der halben Kuppelstange, in Bezug auf die Axenlinie des 
Treibrades, zu welchem diese Hälfte gehört, und zwar für der Moment 

A i 28:2: 0a O8 
Der Beschleunigung nach der Richtung der Axe der ©, — „sin? 0. 3, > 


g ou 
Der Beschleunigung nach der darauf senkrechten Richtung, — er —4?cos?0. u; 


daher, für jeden Werth des Winkels 6, für 
Ä w „ Ou 
Das ganze Moment der Beschleunigung (c.), = 3,0 


wie wenn die halbe Masse der Stange am Ende des Kurbel-Armes jedes Rades 
vereinigt wäre. 

Auf den Punct der Berührung zwichen dem hintern Treibrade und der 
Bahnlinie bezogen, ergiebt sich aber, für den dem Winkel 0 entsprechenden Au- 


genblick der Bewegung, für das Moment der Beschleunigung der Quantität der 


Bewegung 
) ) ’ „, Ou, 
Der einen Hälfte der Kuppelstange am hintern Treibrade, Bern (1-+sın$), 
Ö 
Der andern Hälfte am vordern Treibrade, Fra LE -  (14+sind—,, -CoS 0), 


(wo a den Abstand zwichen den Achsenlinien der beiden Treibräderpaare 


(S. 56) bedeutet), 
f8) 
Daher der ganzen Kuppelstange (d.) 0 3 (1-+sind— 376080). 


wie wenn die ganze Masse der Stange, ın a vereinigt, auf dem Umfange 
eines in der Mitte zwischen den beiden Treibrädern befindlichen Kreises vom 
Halbmesser der Kurbel sich bewegte. 

Die Beschleunigungen (a, b) und die Momente (c, d) sollten, auf die bei- 
den Kuppelstangen mit Rücksicht auf die verschiedene Stellung der ihnen zuge- 
hörigen Kurbelarme bezogen, nach den oben angeführten und angewendeten 
Grundsätzen in die Gleichungen (G, H, J, K) aufgenommen werden, wodurch 
die aus ıhnen abgeleiteten Ausdrücke der unbekannten Grössen, und insbesondere 
die Gleichung (M, $. 61) eine etwas veränderte Gestalt annehmen würden. Da 
jedoch das Gewicht der Kuppelstangen im Verhältniss zum Gewicht der Treib- 
räder wenig beträchtlich ist, und die Glieder mit sin® und cos® der Beschleu- 


nigungen und Momente im Umfange eines Kreis-Umlaufes sıch aufheben, so kann 


es genügen, das Moment „0 in das Trägheitsmoment = k der Treibräder ein- 


zurechnen; eben so wie auch w in dem Gewicht 20, mitbegriffen ist. 
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$. 89. 









Der Buchstab 7" {$. 56) bedeutet den wirksamen Druck des Dampfs auf 


den Kolben einesCylinders, für # = 90, oder für denjenigen Augenblick eines 





had-Umlaufes, ın welchem der Kurbel- Arm über der Axenlinie senkrecht auf 






der Bahnlinie steht: er ist ein Product der Kolbenfläche in die Spannune des 
I = 





Dampfs oder in den Druck, den die Einheit der Kolbenfläche erleidet, oder, 





näher bezeichnet, in den Unterschied, um welchen dieser Druck auf die Flächen- 

























Einheit auf der einen, in der Bewegung nachfolgenden Seite des Kolbens STÖSSer 





ist, als auf der vorausgehenden Seite. Die Spannung des Dampfs im Cylinder 


oO 








ist im Allgemeinen von der im Kessel verschieden, und wird von dieser um so 
mehr übertroffen, je grösser die Geschwindigkeit ist, mit welcher der Dampf- 
wagen sich bewegt. Um den Druck im Cylinder genau zu finden, müsste eine 
strenge Theorie neben der Bewegung des Dampfwagens zugleich die Bewegung 
der ganzen Masse des sich entwickelnden Dampfs ın Rechnung bringen. Da 
jedoch an eine Lösung der in diesem Umfange aufgefassten Aufgabe nicht zu 
denken ist, und die einer unmittelbaren Messung des Drucks T entgegenstehen- 
den Schwierigkeiten ebenfalls kaum zu überwinden sein werden, so wird man sich 
damit begnügen müssen, für das Gesetz, nach welchem der Druck 7’ von der 


Spannung des Dampfs ım Kessel und von der Geschwindigkeit der Bewegung 
des Dampfwagens abhangt, eine ernpirische Formel aufzustellen, welche den Be- 
dingungen entsprechen muss, dass der Druck 7, für u, = 0, oder ım Anfange 
der Bewegung des Dampfwagens, dem Producte der Kolbenfläche in die Span- 
nung des Dampfs ım Kessel gleich sei, und dass er mit wachsender Geschwin- 
digkeit u abnehme, aber, wie weit auch z, zunähme, weder Null, noch negativ 
werden könne. Bezeichnet 7), das obengenannte Product der Kolbenfläche in 
den nach der Flächen-Einheit gemessenen (wirksamen) Druck des Dampfs im 
Kessel, und e die Grundzahl der natürlichen Logarıthmen, so kann man, um 
diesen Bedingungen auf: eine einfache Weise zu genügen, T=T,.e”“" setzen, 
in welchem Ausdruck z,, wie bisher, die Umdrehungsgeschwindigkeit der Treib- 
räder-. und & eine numerische Grösse bezeichnet, die von der Stärke der Dampf- 
Entwickelung, der Weite der Dampfleitungsröhren und andern Umständen ab- 
hangt, und durch Versuche gefunden werden muss. 


ne O°’x a Ar FERN 
Die Gleichung ae > gA für die rollende Bewegung, oder die Gleichung 


(M) ($. 61), nimmt hiernach, wenn zur Abkürzung & in der Bedeutung von 
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2H ya; ToOR ” B.. 
HJ fer! FD, + u,F,0,) O0 statt - F,0,+u,F,6, gesetzt und N in der 


27—0 


Bedeutung des Nenners von A und X ($.59 oder 72) genommen wird, die Form 


Ö R 
(0.) u 54 T.e“— B— Hu, 


an, wo in Bezug auf den vierrädrigen Dampfwagen ($. 59): 


4 


AZ (cos® + u sin?) — N E 


r . / . n - . r, r 
B= |}|(P,+40,)sıina+ u, P,cos a] (cos? + usin?)+ |P} (cos ß-+ u, sin ,)| = 
’ 


ın Bezug auf den sechsrädrigen Dampfwagen ($. 72): 


A = (a,— ha) (cosß+ usin ?) a ’ 


w 


B = [(a,-ka) \\( P,+40,+20,)sina+u,, P,cosa |(cosd+usin?)+| ae Sa 


+ (u,—u,)|(C- mS) (cos P+ usin d) + P\ (ncosd+a, sin A]! — 
H aber die ın ($. 85) auge 


r,N 


gebene Bedeutung hat. 


$. 90. 
Für die eleichförmige Bewesune oder für = 
& r zung Ay; 
Gleichung (Q), wenn die Geschwindigkeit dieser Bewegung, nämlich der gleich- 


= (0 giebt die vorstehende 


förmigen umdrehenden Bewegung der Treibräder, durch z bezeichnet und 


statt e® geschrieben wird: 
(R.) pAt—gy=V, 


und es ist hier für den vierrädrigen Dampfwagen : 

cos3 + u,sin P 42 
u y BR. )) . > x \ s en s ag. 227" 
p=T; , g=(P,+40,)sina+ u, P,cosa + 1%} cosß+ using * (r,u)’. 
und für den sechsrädrigen Damptwagen: 


cos? + AusinG 3 

han sin ? 

C—mS n cos? + a,sinö „)+ (1+“ — u,)m\x 42 
— La ir (a,—).a) (cos? -+ usin/) jr 


p=T, , g=(P,+40,+20,)sina+ u, P,cosa+|P} 





+ (u, — = (= 


Wenn die beständige Geschwindigkeit u durch einen Versuch e oleich 


lörmiger Bewegung eines Dampfwagens, und die übrigen ın die Gleichung (R) 


inte Grössen, bis auf eine der beiden & x), durch Beobachtung, oder durch 
Crelle’s Journal f d. M. Bd. XLVI, Helft 4. 48 
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Rechnung bekannt sind, so kann die Gleichung dazu dienen, die Unbekannte zu 
bestimmen; und hat man durch weitere Versuche mit demselben Dampfwagen 
andere Werthe p‘, g‘, u‘ für die bekannten Grössen ermittelt, so lassen sich dar- 
aus die diesem Dampfwagen angehörigen Werthe der beiden Grössen &, x), als 
der Unbekannten. und somit auch der Grösse &, durch Rechnung finden. Die 
beiden Gleichungen 

p& -q=0 ,„p 


geben nämlich durch Auflösung, wenn unter log natürliche Logarıthmen ver- 


—Uu DL ung Eu; q — 0 


U) 


standen werden: 


1} 7 u‘ 
—TN\prg Fe pp \pg 
| 1 pq q u rg’ q u p9 
nah r&— ok eo ‚log —- = log“, ‚lege —-. 
og odeı Ö gu Sg’ log£ og, +, — °n q rau °9g 


Wenn u. Zu ist, so muss, damit 6, wie es sein soll, positiv werde, 


a. 


[4 


Gen ; z r ° u ° . ° ’ . 
; sein: & wird dagegen immer positiv. Die Geschwindigkeiten uw und w‘ 


a, 
müssen unter sich verschieden. und ihr Unterschied darf nicht zu klein sein; 
wäre p= p’, so müssten g und g‘, oder wäre y=g‘, so müssten p und »* unter 
sıch verschieden sein, 


kn TR du on 
Die empirische Ermittelung der die Function - FO, + u,F,0  ersetzenden 
’ 


Grösse &, wie sie irgend einer bestimmten Bauart des Dampfwagens entspricht, 
macht die Kenntniss der Function F#, sofern die meisten der aus den Gleichun- 


gen (G, H, J, K) abgeleiteten Ausdrücke die Function F# nicht für sich, sondern 
nur in der Combination „#39, +u,F0, enthalten, für den auf Dampfwagen von 
' 


jener Bauart Bezug habenden Calcul entbehrlich; und nur zu Berechnungen, 
welche die Kenntniss der, die Function F% anders als ın der genannten Combi- 
nation enthaltenden Grössen Y, und Z, erfordern, ist ebenfalls die Kenntniss 
der letzteren Function an und für sich nöthig. 

Um die Grössen & und & auf dem Wege der Versuche mit genügender 
Sicherheit zu bestimmen, ıst es unerlässlich, dass die Werthe der als bekannt 
vorausgeselzten Grössen während der Versuche so viel als möglich unverändert 
bleiben und genau ermittelt werden, Es könnte hiezu etwa von Nutzen sein, 
eine solche Erwerthung, insbesondere der auf den Widerstand der Luft bezüg- 
lichen Flächengrösse X, durch eigends für diesen Zweck an den Dampfwagen 


anzubringende Vorrichtungen zu erleichtern. 


























14. ». Heim, zur Theorie der Bewegung der Räderfuhrwerke. 365 


$. 91. 


Wenn die Grössen & und & bekannt sind, so giebt die Gleichung (R). 
d. h. die Gleichung 


LATE BB. BF =0 


den Druck 7,, welchen die gleichförmige Bewegung des Dampfwagens mit einer 


ee ’ 46 : DB + Hu? 
bestimmten Geschwindigkeit erfordert, nämlich , = 


herungsweise auf indirectem Wege, die beständige Geschwindigkeit, mit welcher 


Cu un 
e““. oder auch, na- 


der Dampfwagen, bei einem gegebenen Werthe von 7;, gleichförmig sich bewegen 
kann. Und diese Gleichung zeigt, dass ein grösserer Druck 7;, unter sonst gleichen 


Umständen, auch eine grössere Geschwindigkeit z giebt, und dass, wenn überhaupt 


® a} .. . . ı rpm .. B . . ” ® 
eine Fortbewegung möglich sein soll, 7, grösser als x, sein muss; in Ueberein- 
> 


stimmung mit (SS. 60 u. 73.) 


Mit der Integration der Gleichungen für die rollende Bewegung : 


ou u,Ou, 
Bezug md Mer ar 
SAT,;.e “— B — Hu, SAT.,.e '— B— Hu, 
durch welche die Zeit { und der zurückgelegte Weg & = r,0 als Functionen der 


Y . di k . Öx oO 
Geschwindigkeit „= ru, = Tr, 


Weg als Function der Zeit dargestellt werden würden, könnte die Aufgabe, die 


und daher mittelbar auch der zurückgelegte 


dynamischenVerhältnisse der Dampfwagen in ıhrer Eigenschaft als Räderfuhrwerke 
theoretisch zu erforschen, als gelöset betrachtet werden. Diese Integration wird 
jedoch nur auf dem Wege der Quadraturen zu bewerkstelligen sein, und scheint 
um so mehr von etwas untergeordneter Bedeutung zu sein, als die Zeitdauer 


der Bewegung, wie sie aus ihr sich ergiebt, nach ($.856), wegen der Substitution 


j 1 i . ia ” 
von & an die Stelle von gr F,9 + u,F,0 ‚noch einerVerbesserung bedürfen würde, 


! 
ım der Forderung der Genanigkeit zu genügen. 


’ i ou, ’ ä 
r nen a r x > a J ch x z ee 
Die Gleichung 21 gAT,.ei“— B- Hu, giebt, auch ohne sie zu inte 


griren, zu erkennen, dass die Zeit / für u, = u unendlich gross ist, oder dass die 
Bewegung des Dampfwagens eigentlich nie eine vollständige Gleichförmigkeit er- 
langt, wenn auch in kurzer Zeit ein der gleichförmigen Bewegung nahe kommen- 


der Zustand der beschleunigten Bewegung eintritt. 


45* 
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$. 92. 






Ueber die Anwendung der vorstehenden Ergebnisse zu Zahlenrechnungen, 


welche auf den Gebrauch der Dampfwagen sich beziehen, mögen schliesslich noch 







einige Bemerkungen folgen. 
Bei manchen, die Bewegung der Dampfwagen betreffenden Fragen, 
kann die eingebildete Triebkraft 27, welche man sich am äussern Umfange der 


Treibräder angebracht vorstellt ($. 61), ohne Rücksicht auf die Art ihrer Erzeu- 








gung, für sich als bewegende Kraft betrachtet, und es kann daher, sowohl von der- 






jenigen Veränderlichkeit der Triebkraft, welche auf die bei der Umdrehung der 





häder wechselnde Lage der Kurbel-Arme Bezug hat und durch die Function F% 






vertreten wird, als auch von der Beziehung, in welcher die Grössen 7’ und 7,, 






oder die Spannung des Dampfs in den Cylindern und die ım Kessel, zu einander 
























stehen, abgesehen werden; eben so wie man bei manchen, die Bewegung der ge- 
wöhnlichen Räderfuhrwerke betreffenden Fragen, die absolute Grösse der Zugkraft 
nicht zu kennen braucht. 

Bei dieser Vorstellungs- Art von der Triebkraft kann nun derjenige Werth 
derselben, welcher zur gleichförmigen rollenden Bewegung des Dampfwagens 
auf wagerechter Bahn mit einer bestimmten Last und Geschwindigkeit nöthig ıst, 
und mit dem gebräuchlichen Maasse der Triebkraft nach der Erfahrung sich ver- 
gleichen lässt, d.h. nach den bisherigen Bezeichnungen die Grösse 27; (S. 61) 
für «= 0 und für bestimmte Werthe von JP+40| und w,, zur Einheit, oder 
die Kraft 2/ als ein Vielfaches dieses Werths von 27// genommen werden, und 
eswird sodann diejenige Form der aus den Gleichungen der rollenden Bewegung 
entwickelten Ausdrücke, welche denselben ın (SS. 62 u. 74) gegeben ıst, zu den 
anzustellenden Berechnungen die geschickteste sein. 

Ueberhaupt aber wird die Ausführung dieser Rechnungen in Zahlen, da 
die geringe Grösse des Neigungswinkels «, wie er bei den Bahnen der Dampf- 
wagen vorkommt, der nöthigen Genauigkeit unbeschadet, manche Erleichterung 
zulässt, und der Winkel $, unter welchem die Zugkraft des Dampfwagens auf 
die Wagen wirkt, so wie bei dem sechsrädrigen Dampfwagen die Verhältnisszahl A 
(S. 78), gewöhnlich gleich Null anzunehmen ist, ım Ganzen viel weniger umständ- 
lich sein, als die Gestalt, welche einige jener Ausdrücke bei ihrer Entwickelung 
haben, verrmuthen lassen, 
Stuttgart, ım Maı 1852. 
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D. 


Ueber die Functionen, welche der Gleichung 


ud [y:Fa+fx.Fy 
el Yıay) 


Genüge leisten. 


(Von Herrn Dr. ©. Lottner, Lehrer der Math. und Physik an der höheren Bürgerschule 
zu Lippstadt.) 


Aseı (Oeuvres completes de N. A. Abel, redigees par B. Holmboe., 
Tom.I. No.IX) hat die allgemeinste Form für die Functionen angegeben, welche 
die Gleichung ge + py = ıb(xfy + yfa) befriedigen; und zwar ergiebt sich 
für die Functionen p und ıb die Form eines Logarıthmus, unter welchem die 


Function f enthalten ist, die selbst wieder durch eine im Allgemeinen nicht lös- 


liche Gleichung 
(fx en na)'*“ (fx . nx)"* — , 


wo n,a Gonstanten sind, gefunden wird. Am Ende der Untersuchung deutet 
Abel den Weg an, wie man zur Auflösung jeder Functionalgleichung von zwei 
Veränderlichen gelangen könne. Er sagt nämlich: „Par le m@me procede, qui 
„a donne cı-dessus les fonctions, qui satisfont a Pequation 
yetyy = ablafy+tyfa), 

„on peut trouver les fonctions inconnues dans toute autre equation a deux quan- 
„tites variables. En effet, on peut, par des differentations successives par rapport 
„aux deux quantites variables, trouver autant d’@quations, qui en sont necessai- 
„res, pour eliminer des fonctions quelconques; de sorte qu’on parviendra ä une 
„equation, qui ne contient quune seule de ces fonctions et qui sera en general 
„une equation differentielle dun certain ordre. On peut donc generalement trou- 
„ver chacune de ces fonctions par une seule equation. Il suit de la qu’une telle 


„@quation n’est que tr&s rarement possible.” Hierdurch veranlasst, versuchte ich 


eine Lösung der allgemeineren Gleichung 
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wi ae nn 
Ab) I — 
pxt+Y) u +(24) 


Diese Gleichung ist deshalb interessant, weil, so wie ın 


yr+yy=uwfy+yfa) 
die Additionstheoreme der Logarithmen und Kreisbogen enthalten sind, in ihrer 
Form das Additionstheorem der e/lptischen Funetionen liegt. Wollte man die 
Untersuchung auf die von Abel angegebene Weise anstellen, so würde man bei 
den wiederholten Differentiationen auf grosse Schwierigkeiten stossen. Lässt man 
dagegen gewisse Bedingungen für die Functionen f, F, %, p von vorn herein zu, 
so kann man zu Lösungen der Gleichung gelangen. Dies wollen wir zu zeigen 


versuchen. 


. fy.Fr +fSe.Fy 


Es sei — g, so Ist, wenn man partiell nach x und y diffe- 
z(ay) 
rentirt: 
00 00 
Pi en A Pi en 
VOTEN 8% TU TE 


Durch Elımination von x’g erhält man: 


iR j 00 ‚ 00 0 
) D  — ) _— _—— 
(1) ”- Oy FY dx | 


Ks ıst aber: 





00 _ zam)(fy.FretFySfo)— Fr fy+Fyfe)y.z@y) 
or lz(zy)) 
Oy Pace Kay) 

Es seı jetzt 


% _ .ayNlfy.FrrFyfa- le ty Ser ey) 


g(0)=a, Sl =u, fake , PR =D, =, = v,vo=Yy'. 


O0 00 . 


= 


Stellt man sich nun die Ausdrücke für 5; und >- ın der Gleichung (1) substi- 
Ör Oy ie) 


tuirt vor, und alsdann für y immer 0 gesetzt, so findet sich: 


ay(a.Fz+Pf er) 


PET. Fr + Bf) — z(a. Fr + Ae)y 
Blake yy= arte. FyHafy) 
‚ben so p. v@.Fy+ Bf) — yleFy+- Hy" 
00 ı 





Setzt man in die Gleichung (1) die Ausdrücke 


J 
d =. ohney ver- 
Ay und öy’ y 


schwinden zu lassen, so erhält man, nach einigen Umformungen: 
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2 (2y) _(fy.Fr+Fy.fr Ira=WH "r+Fyf'a ITy 
(3.) (x. Fy+jy.Fx). ey) ap a—yyy 


Wollte man nun den Gang, den Abel einschlug, weiter verfolgen , so 
müsste man aus (2) die Ausdrücke von ,& und y,y in (3) substituiren, und 
dann irgend eine Bedingung für fund F daraus ableiten. Die Untersuchung 
würde aber dann durch die grossen Rechnungen äusserst schwierig werden. Man 
nehme deshalb an, dass die Constante verschwinde. Dann erhält man aus (3), 


verbunden mit (2), die Gleichung: 


(4) UaFy+Sy. ra) 29 


(ad Fr. Fr — pP fa. Sa) (fy.Fy—fy.Py)—(acFyFy—PBry.fy)faFr—fr.F x) 
+ (ed) (Fx.Fafyfy—Fy.Fyfx.f'x) 
| z(eF’z + Bf’) (ed Fy+ Pfy) — y(aF y+PAfy) (Fa + Pfx) 

Auch die Annahme, dass y’ = ist, genügt noch nicht, um aus diesem 
complicirten Ausdrucke irgend etwas zu schliessen. Man suche daher zu erlan- 
gen, dass sowohl der Zähler als der Nenner des Bruchs in zwei Theile zerfalle, 
von denen der eine nur eine Function von Y, der andere die entsprechende Func- 
tion von x ist, d. h., dass die Gleichung (4) folgende Gestalt annehme: 

Zlay) __Py—Pr 

z(ay) " WPy— pr * 
Dieser Zweck wird erreicht, wenn man statt {x einfach x setzt, Es bieten sich 
ausserdem noch andere Wege dar, um zu einem Resultate zu gelangen, die wir 


später betrachten wollen. 


In dem Falle, wenn fx = x ist, wrda=0,«=1 und 
ap 
0.) ya ße‘ 
In Folge dessen geht die Gleichung (4) in nachstehende über: 
Yay) _ —BRztFy -yFy)+BhyFa Fr) ByFr.Fe—zFy. rn 
ACz (@Fy+yFa)ldaley +) By(Fr + Bo)l 
Hebt man den gemeinschaftlichen Factor $ weg, bringt den Zähler auf eine sym- 


metrische Form, dividirt Zähler und Nenner mit xy, und zieht aus dem Nenner 


alsdann noch den Factor xy heraus, so erhält man: 
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Fy.F'y +fPFı yY- ar MER! 6 F x + Fr rn ß. es) 
x 











(6.) cY ID ah - ’ 
2(& y) >) En e ®) 2 
Setzt man nun Fy = P’4(y), so lässt sich im Zähler und Nenner 5” wegheben 
und man bekommt: 
3Y. ( Fy 92.9 x q/ 3x 
a Ber ie ur an aert 
(7.) 7 z(2y) En > (=) 
y x 


Das Problem reducirt sıch also auf die Frage, wie zwei Functionen A und 


ıQ . .. ° 2 ge hx [0 y v 
- beschaffen sein müssen, damit der Bruch 7y_ r, fur eine Funetionvon x v 


werde. Bezeichnet man diese Function mit @(xyY), so ergiebt sich: 

(8.) iy—ıha=(ry—ra)w(ry) 
Durch partielle Differentiation nach y und nach x finden sich hieraus folgende 
Gleichungen: 

(I) +1 EUR TEE a (ay)Hry.w(xey) 

—Na=(ry—ra)y.ao/lay)—rx.w(xy) 

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit y, die zweite mit &, und sub- 
trahirt die Producte, so erhält man: 

(10.) yYXıyt+zixc=(yry+ara)w(aey). 
Aus dieser Gleichung und aus der Gleichung (8) folgt: 


Aiy—hıa _ yl. yYtekaz 
(11.) w(ay) = 
Ty—Tı yrty-+ xtx 
Hätte man die Gleichung 
),y + ha 
v(cy)= — 
s R | y) T,y+T% 


oehabt. so hätte sich durch eine ähnliche Rechnung g oefunden. dass: 


_Ay+S,z _ uk, y-ıl 


(11) . (ay) u Ty+HT,x es, y-aTrt, ist, 


Es lässt sich hieraus im Allgemeinen Es: dass wenn w(xYy) 
Ayziz . 
= -" sein soll, alsdann der Ausdruck 
TU ra 
21 /. X _.Yh IF ax 
wi y)= — ie 2 
U Te yr! Yt: rTa 


Statt finden muss. Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes auf die Gleı- 
chung (11) findet sich: 
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(12)) Iy—hı yAytaelz YPAytyiAy—atlr—elr 
a Ty-Tr we Yy Ty+ err YTy+ yry-— etTtce— crc 
UyHaypKyryiytaiicH3rtW te) 
7 TE eg ge 74 we = elc., 
YPUyHsyptytytytartiactdrttctete co 
Diese Gleichungen werden sämmtlich erfüllt, wenn man Ay =c.ry-+ ce, 


selzt, wo c und ec, Constanten sind; die Function w(zy) wird in diesem Falle 


zu einer Constante. 
Ausser dieser Auflösung lassen sich aber noch zweı andere aus der Glei- 
chung (12) ableiten; und zwar auf folgende Weise. Die Brüche in den Glei- 


chungen (12), bei denen das negative Zeichen im Zähler und Nenner sich zeist, 
2 | az | 
nehmen für den speciellen Fall y = x den unbestimmten Werth „an; also fin- 


det man ihren Werth, wenn man Zähler und Nenner nach y differentiirt und 





darauf y= x setzt, Führt man diese Operation an den Brüchen 
wolrz YlytyY/y— ati" r— el 
y—-Tz yYryryty—a’tc—artz 
aus, so ergiebt sıch: 
(13 ix ala +Bai’ + 
3.) Tre ıtTc+d3aer’ HT 


Durch Veränderung der Buchstaben erhält man: 
2y y” Yy+3 y Ay + 2y 
Ty ri YPrytsytytty 5 
Die Gleichungen (12) verlangen aber, dass 


yYyrala _ Wr ya HyayYyr areas 


(14.) yTy-+ ar Pa 


\ 


yUuytsyrytyıytetc+sitc+ertr 
sei. Hat man die beiden Gleichungen: 


(a) Jr Fr . fy Es JYy 


so ist die Bedingung dafür, dass 


(a,) 


Fr Fx’ Fy Hy’ 


yfy+afa _ yfyrafın 
yFy+ aFa yFy+.«F,« 


sei, offenbar, wie sich durch Multipliciren findet: 
fy.Fae+fs.Fy=/y Fa+f,a®.Fy 
(b) oder fa.F,y— Fx.fy =JFa.Fy— Sy. Fax. 


Aus der Division der beiden Gleichungen (a) folgt: 
Crelle’s Journal f. d. M, Bd, XLVI. Heft 4. 49 
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fe.Fy _ fa-Fy 
Sy. Fe fy.F,e 


Hieraus ergiebt sıch unmittelbar : 


Se. Fy— Fıy- Fa Fxz fe. Fy—fy.F,x Be 
fy-Fx r fy.,Fx 


Da aber nach (b) die Zähler dieser Brüche gleich sind, so müssen auch die Nen- 


ner gleich sein; d. h. es muss 


A fy Fx 

’ v.Fz=/v.Fx oder ‘= —- 

(c) fy.-Fe=Jy.F, "8 
sein. Da ferner y und & durchaus unabhängig von einander sind, so kann die 

; fy Fxz . 2 
Gleichung nur erfüllt werden, wenn I und - einer und derselben Con- 
JY F,x 
fy _Se Fy Fx 


stante eleich sind. Es istalso „—- = = = c —_ _ = c. sc c 
eg 2 2“ Der Ausdruck 


’ 


(13) gehört in die Kategorie derer, die eine Bedingungsgleichung wie (a,) er- 


füllen müssen. Es lässt sich also schliessen, dass 


e x Ta 
(15.) 3 MN . N ) = „ Ser C 
N ca +Iahatha at + 3atcHtx 
oder ar a 3a c—hhNa—=tO „ ara rtarc-ırt=t), 
E; 
sei, ww k=1-— ist. 


Differentialgleichungen dieser Art werden bekanntlich integrirt, wenn man 


N x —= x” setzt, und die verschiedenen Werthe von » bestimmt. Man erhält ın 


solchem Falle, nachdem man mit x” dividirt hat: 
vV—1N)+3v—k—=0 , V +2 k=0 , v» =—l+yYA1+k) , m» =—1-yV(l+%k); 
folglich sind die vollständigen Integrale der Gleichung (15): 


Naz= aa + a,a 


a=y(l+k). 
tab" bt 


Hieraus folet: 


\2=a PL tr" 3 ce * 

vd Ug u se ’ 
b, b, 

ta =b,+- x — Er, 
u UA 


a, b, : 
oder wenn man, kurz, a,stalt > Q, stalt _., b, statt und 2? statt — 7, setzt: 


s 








15. Lottner, üb. d. Functionen, welche d. Gleichung (x) + p(y) = %(...) Genüge leisten. 373 


»,E=nF+t a,x + a,X0”" 


(16.) 
| vr=b+t b, x" +”, 
Wäre jedoch u=0 , k=—1, so liessen sich die Gleichungen (15) 


auf folgende Form bringen: 
9-.(arr" a) H9.lar)=0 ,„ 9 ler") Holare) = 0. 
Durch Inteeration ergiebt sich: 
5 5 
asp rise, ,;„ palm), 


Dividirt man diese Gleichung mit ©, so wird die Seite links wieder ein vollstän- 


diges Differential, so dass: 


Ix dx 
Bla) ma — ,„ ler, — 
“KL I 
folglich ara —=2a,.lgc+m, ,‚, arac=2b.lgrc+b, 
,2 = 9+a.lg’o+a,log® ,„ rm =b,+b,.log’x + b,.log ist. 


Fasset man das Ganze zusammen, so werden die Functionen, welche die 


Bedingung 
Ay he 
ii —— zu we y) 


Ty— TI 


erfüllen sollen, in folgenden Gleichungen enthalten sein müssen: 


1) (a) =cr(x)+ ec, ; elzy)=e, 
oder 
2) a) = mt a2x,+a,xX%, 


„it ph „(ana on a,(ay)" u 
b, + b, x + b,.® , dv (ay) = b, (zy)" 2: b, , 


(16.) (x) 


oder 

3) (2) = + a,.log’x + a,.logx RER a,log(zy) + a, 

r(x) —— b, — B.. log’ x -H Bi. log. b, log(xy) zz b,' 
Wir wollen nun diese Resultate auf die Gleichung (7) nach einander an- 

wenden. 
1. 
Es seı also: 
m dal Fr _ (fÜda\ 
(17.) ara FU RAZER 


Hieraus erhält man sogleich: 


91% c(da’ +ar+rÜr 
Fa —— — 


stc+a° 


49* 
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Diese Gleichung gehört zu den homogenen. Um sie zu integriren, setze man: 


3(x) = ru. 
Dies giebt 


u cu" +ru+tc, u+l or 
x u == - „38: =. 
dx u+| Er (c(—- Mu rec, zT 
Zur leichteren Integration sis =n? „ c—l=—m’. 
o 
% ur | 1 he k I mut N 
Es ıst uU 7 = aloe (m? u? — n?)+ „—— lo + Const. 
ORT mu 2m? s( + 2mn Smu—n 


Geht man von den Logarıthmen zu den Zahlen über, so ergiebt sich für das 


Integral der Dilferentialgleichung: 
1} 1 1} 1 


= "aan pr 22 ın Y 
(mu+n) =" ”" (mu—n) u’ ""t—_ (x. 
n . y . n . Fr 
Erhebt man diese Gleichung zur — 2m?!" Potenz, und setzt wieder, (nach 6), u 


Fr an r 
= statt u, so geht sie in die nachstehende über: 


2 


m rn 


21m?) 


T 
z 1— I+ 
(15.) (m.Fa+nfP'x) ".(mFfx—n Rx) "—(j, ‘ 


Aus dieser Gleichung müsste also Fix als Function von & bestimmt wer- 
den. Im Allgemeinen wird Dies nicht möglich sein. Die Constante m lässt sıch 
nicht ganz willkürlich annehmen. Denn vermöge der Gleichungen (6 u. 16, 1) 


hat man zur Bestimmung der Function x: 


(ey) 
u Far, oder, wenn zy = = gesetzt wird: 
ya) 
ds _e | ln 
a und daraus folgt logyz = clogz +logc,, 
(19.) 7 > ——— Gab. 


Die Bedingung aber, die gleich im Anfange für die Functiony(z) gemacht 
wurde, war, dass y’ = y(0) = sein soll. Dies wird nur möglich sein, wenn c 


leich Null, oder grösser als die Einheit ıst. Da aber c—1l= — m? ıst, 


Ä 
> 
ı 


cerade 
so muss m entweder gleich #1, oder zn? negativ; d. h. m imaginär sein, Wäre 


m==*1, so würde sich die Seite der Gleichung (18) rechts auf eine Constante 
reduciren, Fw also ganz die Form annehmen, welche Abel gefunden hat. In 
der That wird auch die Function y in diesem Falle nur eine Constante werden; 
also wird man ganz die Abel'sche Form erlangen. 


Die Function 9 wird durch die Gleichung (5), 
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ar 
rm = 
as Fx= + x f 
bestimmt. Zur Bestimmung der Function x setze man in der ursprünglichen 
Gleichung 


Ä _.n 1er Hr f® 
geHtpY == al ( 1@y) ) 


die Grösse y = 0, welches 
. . x 8 . . Yx 
(20.) gatgyo=ı), () » folglich db (a) = y. (S ) +90 
giebt. Sollte der Fall vorkommen, dass (0) unendlich wäre, so müsste man, 
statt y= 0 zu setzen, y irgend einen Werth y, annehmen lassen, so dass p(ys) 
nicht unendlich würde; dann erhielte man 
= Fyo ty =) 


ala) + o(y,) = 1.( 
f ) p(y 0) U 1(xy0) 


S tzt X F(Yy,) + Yo Fx 
etzt man nun — u 
1(&y0) 


+9(y,), wo x durch die Gleichung 


— z, und drückt x in zaus, so hat man ıb(z)—=y(x) 


«Fy + yoFr 


(20,.) Pe 


—— - 
— 


bestimmt wird. 
Beispiel. Man nehme an, es sim =n= Y(—I), also ce = 1—-m’=2, 

so giebt die Gleichung (18) 

I 

ana 


(62 > EiL nach (19): 


F(&x)=a(lCx + P)), alsoyxr = 


aß R- , u 2 
gaz 23 A log Bu. 37 C, . y(a y) BZ C>(a Yy) . 
Da (0) = — & wird, so muss man das Verfahren (20,) einschlagen, um das 
I 

' FO ad | 

Argument von a) zu finden. Es sei y,—=1; dann ıst gl) = — 5 „l0g(C+23,). 
Setzt man nun 

x F(yo) + 9%, Fr C+C02+27 


a, 


@y,) Bi 2 Ka 
folet: nn 4 
so Io 5 . X — a GC’ 
C+27 ad | aß 1 
: I, a er s bi EEE un 4 ee‘ Br 
also Lu (z) un p R ( 23 log (€ + u ) — >5\og 0? . 280,2 . 


33—l)/ 


P xy BR ER 
24 log 5; y+2PCle+y)+4P? 





ed a u . (ee +) +2 a 
MY LA Bu ad VORRRR .. bı ala 
zay) 


7% 
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(ern 


Da nun gx+-oy =ı. ) sein soll, so muss 
f u f)} N ı(2y 7 





ad (I x Yy ) 
- £ Y . — e an 
27 "Cs +27 log Cy+2P, 
sein. Diese Gleichung ıst auch ın der That völlig ıdentisch. 
Das Integral der Gleichung (17) ist nicht in der Formel (18) enthalten, 


wenn c,—=0 ist. Es findet sich dann, wenn 9x wieder gleich zu gesetzt wird: 


ah BETEN... 8 
‘ 03 Cry +27 C(2+y) +4” 


n 
P) 
‘ 


(u+ 1)9u u Or 


(ce )e 7" = 


Das vollständige Integral davon ist: 


1 1 1 r 
- Du —— el 
Pa 1, ), c—1 O6, 
1 1 
oder aaa e ar 


ce muss hier wieder grösser als die Einheit sein. 
a N se . i ; 
Aus der vorstehenden Gleichung lässt sıch = als Function von®& durch eine 
feihe darstellen. Lagrange hat gefunden, dass, wenn z=x=+Yyf(z) ist, z 
durch folgende Reihe ausgedrückt wird: 
Y; 9.(fx) Y; 0? (fx)? 
=a+tyfatz, dx +75 Ox? een 


.. . Bu . 1 a 1 BR. 
In gegenwärtigem Falle ıst z = 4  i (.) =et, ı=0, y=1%”, 








also 
2c? 3? 4? 
SE IE 9 a Re Ra 
os 51% +376%% 41°, % A oosenrre 
WR Ex ° . . 
Da u= — = 75 ıst, so folot hieraus: 
X P PV 1n oO 
g 
Y l 
{ 2 — : a ni am Fa 
I x = se 20? ce 31 0. 43 rn b) 
ce,” — ar? +35 ex — 116 x 
u 2 BE 5 Z & 43 a 
a 41 a nn 
9= , r 0X) 
1) 2 in; 3: 3.311 43 ! . 
” » 1 + 0,2 —— ea + 7, I ze + .».1.® 
vay)=ulayy . 
2 
ä Din y—hx . 
Sollte die Gleichung: ——— = u(ay) bestehen, so musste zweitens: 


TYy—Tx 
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Aaxc=m+t a," + a,x” rce=b,+b,." + 0b,” alay) = ;— ga 
0 ‚ 2 » 0 ’ 2 D ( y) b, —b,(ay)“ 


sein. Die Constante «, welche reell oder imaginair sein kann, wird, ohne die 


Allgemeinheit zu beschränken, immer positiv angenommen werden können, 


Wenn man das Resultat auf die Gleichung (6) anwendet, so erhält man: 


Fx . ”z 24 77 nl F* Ih —u 
a —+ pP F — p a . = A, + a,x%-+ A4,% r 
f Fx\? 
(21.) ( ) = b+b,x"+b,x” 
x u 


& 2ay) _ &—a,lry)" 
vr 4 (xy) b, — b, (2y)* } 
Bestimmt man aus der zweiten Gleichung den Werth von Fx, und setzt ihn in 


die erste Gleichung, so erhält man zur Bestimmung der Constanten die Bedingung 


!k 


= - 
a + a2" +a,2" = [26,4 (u +2)" + (2 ba ]+Piu. en a 

Es ıst hier das Rationale dem Rationalen, das Irrationale dem Irratio- 
nalen gleich zu setzen. Der irrationale Theil wird nur verschwinden, wenn ent- 
weder u =0 oder f* =Pist. Die erste Annahme würde nur einen speziellen 
Fall von dem vorher behandelten geben. Man setze daher #’ = 0. Ausserdem 


folgt aus dem Verschwinden des rationalen Theils: 


u+r?2 2—u 


32 bi, a= buy 5° 


Da 


Die Functionen F und g ergeben sich also aus (21 und 5) auf folgende Weise: 


Fax =a | (b,+ b,x"+ b, a") i 


I 


2) 1-1 Wu u 
a r? Or 
22, C 'x — - = aß: r - cn 6 — a ER em NIE BEE Beh 
( ) pP Fr L? V(b, . b, 2" + b, 2°") 9 ? Veb, wi. b, 2" + b,2”") 


Dieses Integral wird sich nur dann durch bekannte Functionen ausdrücken lassen, 


wenn «= Ü ist. 


/ > . ’ A . y° a % — m. 
Zur Bestimmung von z seı @y ın (21) = z; dann folgt 


{z 2 2 


2 Be > ER. +2 b, Zu 


PR — 


x — 
1? b,— biz, 


Durch die Substition 2” = e erhält man: 
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2 — H +2 P} g) E 
| ' > b,— 3 b® fo) 2B-u ] IV uU+2 ] Oo 
7 - . _ = “N. En +) — - 
log; + u b,— b,v ® 2u . vb, br) Zu, 'J, —beo 
Pa 2 
2-u, («+ DD, — 2— u)b, . i 
= —_ ‚lor c ——— loe (5, — 5b, 
‚yr b,log« + Zub, g( 2 9)» 5 
2-1. ba (#+2)b)—(2—n)(bı—h>) 
folglich =! (hd) 9 
Ks ıst: 
r 6 ww " (u+2)b —(l—4) ba 
(u+2)b,—(2—u Bm — 2") (Z u)(b, Fo h st id ") Sub „In, 
Ad. _ 2b, u a 2ub, 2.2 2 Mirdım | = 


und es sollte „‘’=y,= 0 sein; Dies wird nur der Fall sein können ( voraus- 
oesetzt, dass keine von den Constanten c,, Ö,, ö, verschwindet), wenn »=2, oder 


negativ ist. Der letztere Fall wurde ausgeschlossen. Man bekommt also: 


Or 
uch 4 RR: B RR 4 
% 2 — ad l, (by ' b,x” N b, x*) f} J A ] (b,+bya +ba ) 


ba) = 9(2)+90) = ac) +40), 


P 
ıl, [- Fy+y -) Bin (’ V(b? + b,y? + b,y*) Fl G+bar tb, 
2(ey) Fr b,—b,2”y? 
Setzt man nun, um dieses Resultat mit den gewöhnlichen Formeln in 
Einklang zu bringen: ,=1 , »=—(l+#) ,„ bb=4 ,„co=]1, so wird 


F0)=?=1,,0)=y=1,9(0)=0, 


, O4 Or 
also 150) = 96) = Fruzarerrre * Svazvazee. 
F(x) =y1—a).y(1—Ka°), zleay) = 1—katy”. Die Gleichung 


(° Fy+y =) 
nu ’—=n'| £ u 
ut 2 (zy) 


wird also folgende Gestalt annehmen: 


23.) O2 . .. h, Oy is 
. Jvyva-ır).yAa—aar) ‚JVda-ydIvAa—ary) 
zy(l—y’)yQl—R2y?) +yV(l—er)Vi ee 





= [- r ı —k’ary? 
= E zy(l-y?)y (I-Ry?y)y (A-2?)yıl-k’r?) N za Aard-Ry’y)) (d-2°jy(i-k’r?) H 
Le u} ) 


l- k?.x? y? 1-22 x? y? er 


U 
Setzt man, nach Legendre x = sinp , y = sind, 


zvAl—-y)yA—Ryp)HyVAl—ad)yA— kr) 


= sın tt 
1 — A?.7?y? uk 








15. Lotiner, üb. d. Functionen, welche d. Gleichung (x) + y(y) = w(....) Genüge leisten. 379 


so wird 
_ O2 NE £ Ip POL " 9Yy E ah 
vA—z’)y(l—k?z?) V(l—k?sin‘ ’f) „) vA-y’)y(l—k?y?) 1 y(l—k?sin?ıv)’ 
z und endlich das dritte Integral = 7. Wenn also alsd: lie Gleı 
- V(L— A®sin®)' nn also alsdann dıe Gleı- 
chung 


RR. Ip j + y dp Bo Ad . du 
y(l — A? sin’) vAa—i2siny) _/VCL— K:sin? u) 


bestehen soll, so muss FE die Gleichung 
’ Ä = 
24.) si sin p.cosywy (A — A?sin?y) + sinap.cospy(l — k?sin’ y) 
( ) u 1 — A” sin? „sin? p er re 
gegeben sein. 
Dies ıst das berühmte, von Kıder zuerst gefundene Additions - Theorem 


der elliptischen Functionen erster Gattung: 


3. 
Die dritte Art endlich, in welcher man der Gleichung: 
,y— zT } 
Tty—TıT ui (ay) 


enüsen konnte, bestand darın, dass ınan: 
genug , 


- 


,x=a+ a, log” x + a,log x „ 
ro = bh +blog’ao + bzlogx , 
a,logey ta, 
(x 
a) = Fler Fb, 
setzt. In unserem Falle müsste also 


Fr.F2 F Ä 
_ + #(F "x — =) = m,+ alog’x + a,log, 


2 =) = b, + blog’ x + Ö,log. E. 


zyy(ey) _ a ‚logry ta, 
ı(zy)  db,logay+b, 


sein. Zur nähern Bestimmung der Constanten erhält man, wenn man den Werth 


von Fi aus der zweiten Gleichung ın die erste setzt: 


2b,logr+b, 
ü FR 4 1 Baier — ' 
bt: +(b,+Öb,)loge+b,log’c+/ bo +b,log®r log) + a,log?c-+a,logr. 


Dieser Gleichung lässt sich auf zweierlei Art genügen, ohne die Constan- 


ten d, und 2, verschwinden zu lassen ; nämlich Erstlich, indem man $°=0 setzt, oder 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLVIL. Heft 4. 50 
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Zweitens, wenn man Ö, = 2Y2,Ö, macht, in welchem Falle sich die Wurzel aus- 


ziehen lässt. 
Im ersten Falle hat man 


but: b, =M, , b, +b, =, „ b, = A, 


(dx 0.logz 
2 I n —— . n- > or. — I z —  — [9 — a — — 
(25.) Fr=ay (b,tb,log’atözlogx), pa =. | Fr op naz i.log2) +(C. 


px wird also entweder zu einem Logarıthmus, oder zu einem Kreisbogen, je nach- 


dem 2, positiv oder negativ ist; die Veränderliche in ihm wird immer nur log& sein. 


Zur Bestimmung von y ist, wenn zy =2z gesetzt wird: 
! - 
z/z a,loge+ta _—_f Alogzr+bdb, +b, . . ‚ j a 
„z  b,logs+b’ logyz == b, logz + b, d.log2=1logs+log(b,logs+ b,) +loge / 
" e 


folglich (2) = 22 (d,logz+Ö,). Es wird also 
‚/V (bo + blog?x + b,logx) + Y(b, + b,log”y + b,logy) 
gatgyy= Il ) 
’ P c,(Ö,log xy + ba) 
sein. Da die Veränderliche nur unter dem Zeichen /og vorkommt, so schreibe 
man überall statt log bloss «, statt logy bloss y. Dies giebt: 


R® e (b,+ba, +b,2) +VYlb,+byt 2) 


PX tg y= c,(bh2y + b,) 
wo px Jetzt das Integral ad I ,7- Pe 7 bedeutet. 
” a Vb,+b,2?+b;,r) 


Es lässt sich die willkürliche Constante, die zu gx hinzukommt, immer so 
annehmen, dass p(0) verschwindet. Man hat alsdann zur Bestimmung der 


Function ab: 
R ( Q, tb, +b,r)+ 2 
CO) E == L) . 
En C,b, 


Im zweiten Falle, wenn Ö, = 2](b,5,) ist, muss 


+ (b,b,) > 2%] bi = dd, ’ b, “> 2y( bobi) =, „, b, = (, « 


u | NE ” „f 2x d.logx 
Fa)=alhloge+yb) , pyr= re J Fe+ßr ” nr J rasen‘ 
2ay) = awy|blogey +2/(b,5,)] sein. Dies ist also nur ein specieller Fall der 
Formel (25); nämlich wenn man annimmt, dass die dort vorkommende Wurzel 
sıch ausziehen lässt. 

In diesen Fällen sind, wie leicht zu sehen, die Additionstheorerme der 


Logarithmen und Kreisbogen enthalten. 
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Im vorigen Abschnitt wurde die Lösung der Gleichung 


a (7 ty F *) 
DT C — UN — . 
2 PY I z(zy) 
gegeben, in dem Falle, wenn 40) = 0 ıst. Es gelingt auch, wenn man für 
die Function p eine Annahme macht, eine Lösung der allgemeineren Gleichung 
+ (7 tar, 
or toy tl — — 
yatyy =) 
Wir fanden (2) 
1 Ä ay (0. Pr + fo) 
(1.) % y(@.Fr + P'.fx) — z(e.Fr + P.fr)y 
Nimmt man nun an, dass 9x symmetrisch sei in Bezug auf die darin vorkom- 


menden Functionen F und /, so dass 

p(x) =A(Fa, fx) =X(fx, Fx) 
ist, so wird man auch in y‘x die Grössen F’ mit f und F mit f vertauschen 
können, und erhält dann 


r / Ir 
(2) Re EB u A A T) | | 
y(@efe+P Fr) —ı(afet+PpFe)y 


Aus den Gleichungen (1 und 2) folgt, wenn Fx = u und fa = e gesetzt 


wird: 
ou > Ip ‘ 14 ‘ A ‘ 
2 4 er J v “ ’ { * ! 
(« 5, +P —) uye+ Pyu—ayar— Ayaul 
Ov OU 
— - _ ge f ‘ , u Y — n ‘ —— > ‘ > T 
——— («0 +B9,)1e yurpyı ayzu— Pyxavy. 


Nach Auflösung der Klammern und einigen Reductionen ergiebt sich: 


ou un a 5 | 
7 laay-aya— PAy+Py)e+ (aß'— u'P)yu} 
OD [ ‘ .4 AWAY) ay IR | ‘ IR u 
= „.\laay— aya— BRyHPy x)u+ (aß — a’ d)ye}. 


Es sei (a — BP)y=b , (P—-A)y=e, (aßf—ap)y=g, so wird 
ou (b+cr)u+ gv 
3) "Er 
Ov (b+cer)vo+ gu 
die Gleichung sein, aus welcher die Abhängigkeit der beiden Functionen wu und e 


von einander entnommen werden muss. 


Man setze hier zur Erleichterung der Rechnune e = 1. Dann braucht 
- 85 
| 50* 
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b c . 
man im Resultat nur r und z statt b und c einzuführen. Die Gleichung (3) lässt 


sıch dann auf eine sehr einfache Form bringen. Es sei: 


vo=z2z—t , u=z-kl, 
so folst: 
92 +9:  (b-+rem)z+(b+er)t+2—t 
92-9 ı(b+emd)dz—(b+em)t+z-+t 
oder 


(b+.cx)292— (b+cx)z9t+(b+cx) 193 — (b+ cx)tdt + 282 — 281 — 192 + 18t 
— (b+.ca)293+(b+ cx)20t — (b+ cx)td3— (b+ cx)tdt + 292 + 2d9t— 1dz+108 
oder, wie leicht zu sehen, 
(b+c&-+1)28t = t(b-+c®= — 1D)2z, 


O .logz 
or _ 5d+rer+1 
d.logt b+cre—1 5 





O2 


Es sei Jetzt ogz = r „ logt = s, so erhält man 
or 
Oz _db+ccr+l 
(4.) os De ‘ 
OT 


Offenbar wird diese Gleichung ganz. allgemein erfüllt, wenn man: 


e Or 2 Os 
5) z,=b@+te+DdV, 5, = )+c=2—1)VF 





setzt, wo 7 zunächst irgend eine beliebige Function von x sein wird, wenn keine 


Gleichung zwischen F’ und f Statt findet. Es ergiebt sıch daraus: 


= Nb+cc+1)Vd® , s= f(b+cx—1)Vox, folglich 


Sb+cx-1) VOL | 


n 


u ge) ++) POE PR 


(6.) 


n 


+rr +1) / Or b4rr-NVdx 


7 ” h C - V ne ’) 
(7.) u=Fr= ge‘ +cr+1) O2 Sr = yrOx 


Dies wäre die Lösung der Gleichung (3). Wenn man u=e setzte, würde sie 
von vorn herein befriedigt. 
Die Gleichung (1) ergiebt alsdann für px, nachdem man mit dem ge- 


meinschaftlichen Factor e/**+®’** dividirt hat: 


alb+er+ Del rare Met dr+RKbrer+ er Abrer der” 
(dy— ay’ z)(e/ OxX > e-/ ( =) - (dr ai; Bye) (e/ De __ e-// 9?) . 


px =ay' 
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( _ = ’ 


I Dar 
““ " . ac — 53 
Setzt man aber für 5 und ce ihre Werthed = - , ,, c=- so ver- 
ea —a@ß (af — (Ay? 
. 1 . 
andelt sich der Ausdruck in folgenden: 

2-3?) Ka’); -(a-P)y' e-/F 97 y 

vs 


(a?-3°) Ka +P)y-(e+A)y x) Il 


d 
(rer are yes 


4 
az a = 
P a3’ — a’ ld +3)y-— 


nach Weglassung des gemeinschaftlichen Factors, in: 


oder, 
2 02% 
@ — /) AcY 
(8.) px — nV =—- —V. 
"aß um @ P Y 


Wir nahmen an, dass pw in Bezug auf Fx und fa symmetrisch sein 


sollte; es zeigt sich hier also deutlich, dass die Symmetrie nur dann Statt finden 


kann, wenn p’x weder Fax noch fx enthält. 
Die Function y musste nach (1. 3) die Gleichung 
(fy. Fe+Fi y: SIT v(fy. Fxr+ Fy. So) Y 


2a) _ (Py-l 
ya yg'y 


Ya.Fy+ly. Fo); = 


Durch Substitution der Werthe von F, f, 9° ergiebt sich hieraus, wenn 





erfüllen. 
der Kürze wegen Fa =e" * ,„ Fy=e7"” u.s.w. und statt V/, falls x die Va- 
riable ıst /,, falls y, F, gesetzt wird, nach einigen Umformungen 
08, >88 FOSC ii 
7 2 (er. Y_,st% . —)- Mi (e ah, E__ er), 
2( Tatt, Hs ‘Y 7 zy) _ ( j OYy "dy u. EEE EA | 
za) zV,—yV, 
y. \uratr, (v, Ory_ V 0) 2 e'X r.(P, ‚Isr _ ve): 
ER ( Ox Or Oy OÖX 4 
Fr er; 
a R. ‚, 9r. j ‚ Os, ,08z v 
Sowohl Y—- —Vy dr . wie rt —/y' 37 ‚ reducırt sich auf e(y-x) FF 
’Yy 


Oy 
Man erhält demnach, nach Aufhebung des gemeinschaftlichen Factors e*"s-e" 


(zy) _ ey -r)V,V, 4 (zy) c(y—r) 
9. y4 ei | ER in : A 

( ) z(ay) 2V.—y y, oder A Y; (2y) i 1 Br} u 
yr, zz” 


In (I, 16,) ist angegeben worden, welche Functionen der Gleichung 


Offenbar kann nur die unter (2) angegebene 


Ay— ix " n 
. = w(xy) genügen können. 
=1,%=Q, 


— 


Ty— Tr 
Form hier gelten; denn A, ist hier ex-+a,; was man erhält wenn ec 


= 1 gesetzt wird. 


rx wird also 9 + gC% +82. — — sein. 














384 15. Lottner, üb. d. Functionen welche d. Gleichung y(z) +Y(y) = w(....) Genüge leisten. 


Von den Constanten 9), 81, 8; dürfen g, und g, nicht zugleich Null werden. 


Ks folgt also: 


+ 9,0 4+2,' == 
50 u 9, + GC + gr? 


zV. 
Hieraus sieht man, dass die Function nicht, wie es zu Anfang schien, willkür- 


lich ıst. Es ergiebt sıch nun weiter: 


Mn 2 . ren 3 c03 
= 20%, S, = 0%, _—— 
+ 8,7 + 5ı7r +50o7 SıT VA 8, — 913? 
acy f acyf. Ö 
er acyY Öör 
(10.) 4 x zo en; N or = — a N 
Hi "J&tGbr+&8ır 


r . v ® ! ® .. ® ® 
Zur Bestimmung der Function x! setze man in der ursprünglichen Bedin- 


fr. Fr+fv.Fr ; 
sungsgle chung gitgygy=uw. ( z(2%) ) y= V, so wird 
Fr + Pfr 
(11.) gatgd = ıh.(“ +), 


Hieraus sieht man dass a dieselbe Function sein wird, wie, vermehrt um eine 

Constante. Wäre g(0) unendlich, so wende man das Verfahren an, welches 

in (1, 20a) angegeben ıst. Um aber die Form zu finden, ın welcher der Aus- 
Fr.fyv+Fuv.fr . i \ ’ ü S 

druck ya) in der Function y erscheinen würde, müsste man aus der 

Gleichung 

«Fr +Pfr 


Ey} 


‘ 


ge 
— — 


- als Function von suchen; dann hätte man 


Vs=gprc+ $0. 
Diese Gleichung wird sıch aber nur ın besondern Fällen auflösen lassen. 


Wir wollen nun die unter (10) angedeuteten Integrationen ausführen. 


u ae _ & + VW — 1818:) _ GV Agı8: 
Es seı zur Abkürzung n = 2 R nn, = 2, © 
1 " db+er+] (b +NM)n—c (b + Mn — 
| FE 2 | ( 
8° fr I4n.2)(I+n,.2) ei 8,10, nn og a 8, mn), log Im ‚x)tlogk> 
1 f db+cer—1 (b—-I)n—c (b—-1)n,—c 
u —— o(] en i 
(50: 8,(n, —m!og \ IHna)+, nn) 8l+n,o) +logk, 


k und %k, sind wıllkührliche Constanten, folglich ıst 
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(bHl)n— (b+Nn,— 
12) 1. fe=kll+na) *"""(1+n,) 9" 
_(b-Nn-: _t(b-N)n,—c 
— k,(l+na) %"""(1L+Hn,e) 2”, 
(b+l)n—i _(b+Un,— 
2. Fe=k(l+ne) Te +n, x) EUR 
 &b-Nn—ı (b-Dn,—c 
+k,(1l+na) %"""(l-+n,e) 97", 
3. ga=— —E l, son Or es u 4 5 +nz 
87 EHER g2Y (n,—n) Ol-+ne? 


4. „lay)= Cl — gı® yr 


dbz=gx+gV. wo für » eine Wurzel der Gleichung 


Br | 


yz=aFfa+rPß/x 

gesetzt wird. 
ae Zn 1 
Beispiel. Essa = be -1? dann wird: 


y 1 

/b+cx+1)} or = /ı er = „logk(b+ cz+1), 
1 

Sb+ca — )ar= N er. „logk,b+c&= +1); 


wo k und %, willkührliche Constanten sind; und 
1 1 


Se = hkb+cea—NVD] [kb +ca+ 1), 
| ı 
Fa=[kb+ca—D] +[#b+ca+D] . 
Nur für spezielle Werthe von e wird sich die Gleichung a Fa + Pfa® = 3 aul- 
lösen lassen. Man setze daher den einfachsten Fall ce = 1; In diesem Fall ist: 
[ae = (k—k) br) —k—k, Fa=(k+h)bra)— kr, 


Da aber /(W) = «u, f'(0) = a‘, F(0) = P, FO) = P ist, so finden folgende 
Gleichungen Statt: 








u u er a ee RE Pe 
a = (k—k)b—k—k,, 8 = (k+k,)b—k+k,, mitbink = 36+1)? k,= (+ 
ad—PR. af — - a ad — «RB 
Da ö = er ist (2), so folgt k = dB)’ kh,=— HP) 
ad? , si I dP$ 
13.) k— k= iR 157 ‚si+rhl= 2 Br 


Da ferner 
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RN; 2 
u ey AD ’ 
k—k,=Jf'(0) = a’ und k+ kA = F'(0) = Pf ıst, so muss "ar = 1 sein. 
’ 
(5? 2 a?)y’ 


Damitmuse=1> ug verbunden werden. Die Functionen fx und Fx 
4 sEEE> F ‘ - 
nehmen also dıe Gestalt 


i a7 D+r+1 
Je =a+ua, Fa=PH+Pea, yamz ‚log rn oder 
j — 


ı = A » Prater ” 
Dt =;M' 00 / , 
an. Für die Function z findet sich nach (12, 4): 


Dr 


‚(cy) = Cl 1-20) = CN )—i-arl. 


242 


Berücksichtigt man, dass aß! — ad = a” — P” ıst, so erhält man: 


‚(@-—-P° ar — 9? 
zay)= Claza-ey), 20 =y, also zay)=y— ya ry | 
Var _ pr | 
Es soll aber „(0) = y, sein; deshalb müsste — = DR g® werden; was mit der | 
/ i as 
Gleichung in (13) übereinstimmt. Man kann also | 
re — n,! rap 
(ey) ==yYPYaS | 
schreiben. Um x zu finden musste man die Gleichung 
alsc-+ Pfy =yz 
vr 2 y2—2aPp 
auflösen. In diesem Falle also war: Zaß+(af +a d)a=yz, 2 =", 5; 
ade p 
folglich: 
NE en 


(e—P)(e + )+(yz— un Dez + = „e-MK«+P) 





‚log 


be)=gyga+y0 = 


N > 
» 


|(e+, IK —P)+(y 2209), Par, Ma«—P)’ 


Löset man hier die Klammern auf und wendet die Formeln an, welche zwischen 
den Constanten bestehen, so wird im Zähler und Nenner der gemeinschaftliche 
Factor a 3° — a’3 vorkommen, nach dessen W eglassung man 

(ee - HE HIT + le — Pd + Ay: 


U z) — L a-Zloe 5) p) ’ „.?2 ) / / 
2 -— Fe —- Pre + Pe — Ay 


v Ola 
erhält. Nach einigen Umformungen ergiebt sich: 


‚ (f2.Fy+fy.Fr ‚(Ze?+2 dP.ay+ (ara P)lr-+y) 
U ne == a) Er Zu 
z(ay) 7 yıy 


or (ae — Pe + PP + la — PB) ld + LG — EP), Hy) + la — AA ry 
= 50° ;iog 


Tyler te - Pr la + Me — Pe? — Pr + yYy) + (af — dd) ay* 
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fz.Fy+fy.F ’ ) 
Da nun yga+yy=tl —- -) sein soll, so muss der obige Ausdruck 
(24) ö 


folgender Summe gleich sein: 


Z( (e- A + Mt — el), ee lo. («— A) +9 er, 
za > (at} el —- P) Fr la — a) mg (+8 \(e — A) + (af — «P)y 


welche Gleichung, wie man sieht, identisch erfüllt wird. 
Die Formeln (12) für fx und Fx geben kein bestimmtes Resultat, wenn 


g und g, = sind. Denn alsdann ist 


p+cr+l i 
7 = / . 92 = „[b+N)a+zca”]+logk, 
2 


. 
b+ter—1_ 5; iu 
= 1] dt = z IE —1)a&+3c2] + logk,, 
1 
i — [a+ne+3.22] — [(5-1)0+ je], 
fı= ke: a ke a 
A n- [A+1)e+Lcr?] R. -[&-1) e+Jl. x2] 
cc = ke®: - ke: 9 
. 00 y2 c02 R c e 
g=l- Ta, =-— =lgG,— 2, yay)= Ge"; 
8 Zi? 82 a 8r , 
also: 


r . FR _ .ffe.Fetfy.Fr 
as WE rn = be Fe 


uf (Re z TGrnz4y43 -(2Y) ] re ra -d=2y \ae+Y)-+J 1)] 
G, 


Um die Form zu finden, in welcher die Veränderliche in der Function «) 
l 
enthalten ist, müsste man immer eine transcendente Gleichung auflösen; ausser 
in dem Falle wenn 4, = ® ıst. In diesem Fall erhält man aus (14), wen y=0 
angenommen wird: 
nAs 9) l sat 2 
wa) uc, 2,9 „OH)Itrr 
1, = a lRmeer) 
87 
Daraus ergiebt sich: 
| on. acy(lb+ ) ac; 2ky 
al, 2) = 2C+ 3 z y 1: 1g Ö+D)-+7 (log — log‘ =, 
8a . 
Seizt man die Rechnung weiter aa so kommt man wieder auf eine identische 
Gleichung. 

Die Gleichung (Il. 3) von der wir ausgingen, hat, wie schon bemerkt, 
auch die Lösung u = ve, fe = Fw. Nach den Formeln (12) kann fa nur gleich 
Fx sein, wenn k, = 0 ist. Man erhält deshalb als Auflösung der Gleichung: 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd, XLVI. Heft 4, 51 
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i N) 
PETE) 


(b+1)n—i (d+1)n —c 


Fr = fa = k(+ na) A (4a 


acy I+nr ad 


Zu / | y ar = ((2e,—0 Xy/Yı: 
gıy(nı —n) Si+tne ’ „(w) (8: ge: ty 


Um auch von diesen Formeln eine Anwendung zu geben, sır =Y—JI, 


ir 


—— no  ; Yy — S1 = “ [Q . 3 
n,=—yY-—l. Daraus folgt, =0 , a. 1. Es seı ferner 
d 
1mgp=l _5=—1l, db=—1 , C=l, k=1, so erhält man: 
8 2/ 


FEN 1 1l+] — ],z u. 1 7" ale f- Ne 
4@) = zy_1legı-yi., — aretang.x, Fr= (142%), zlay)=(1-ay) 


21H) + ) | 


ER ' PEN u 2 
arctang. x + arc lang. } =ıU ( 1 m“ 
(1 2y) 


Ic I. 
Füry=0 folgt daraus: arctang@=b[2(1-+2)" ]. Ist nun 21-2?) =3, 
u of: 
so findet sich hieraus x = | (: — 1), folglich alız = arctang. ) (= -. 1), 


| A+2)(1+y:) ı) C+y 
1) =; ang. o r = = arclane, . 
N (z23) ırc lang U= a) arc lang I’ 


mithin gelangt man auf diese Weise zu der bekannten Formel der Trigono- 


melrie:; 
T+y 


arclang.@ + arclang.y := arclang.ı — 2y° 


“ 


Berlin, ım August 1850. 


Druck von J. Petsch in Berlin, 











Druckfehler im 46 


Bande. 
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